Classe: 1S2 DMS8

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie
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f est la fonction définie par f (x) = |x2—4 x—9‘

1) Etude du signe de x2 — 4x — 9

Il s'agit d'une expression du second degré.

Factorisation en facteurs du premier degré :

Une méthode : a partir de la forme canonique :

X2—4x-9=(x-22-4-9=(x-22- (VI3)) =(x-2- V13)(x-2+ V13)

Autre méthode : a partir du calcul des racines.

discriminant A = b* — 4ac = (-4)* - 4X1X(-9) = 16 + 36 = 52 = 4X13 o

_cbVA (42013 g2 chHVA (442013
2a 2X1 2a 2X1

Doit: X —4x-9=1X(x-(2- VI3)((x- Q2+ V13))=(x-2+ V13)x-2- V13)

Conclusion :

=2+ 413

1

L'expression x2 —4x —9 > 0 si et seulement si x € |- ; 2 — JI3[UR+ V13 ; +oof
L'expression x> —4x — 9 < 0 si et seulementsix € ] 2 — J13 ;2 + V13 [

L'expression x2—4x —9 = 0 si et seulement six =2 — 13 oux=2+ /13

2 a) g définie sur R par g (x) =x>—4x—-9

Etude des variations de g.

Une méthode : a partir de la forme canonique :

X2—4x-9=(x-2)2-13

Le coefficient 1 de x2 est positif, d'ou, g est décroissante sur ]-co ; 2] et croissante sur [2 ; +ool.
Elle admet un minimum en 2 qui vaut —13.

Autre méthode : a partir du signe de la dérivée :
Le polyndme du second degré g est dérivable sur R et, pour tout x € R, g' (x) = 2x —4 =2(x - 2)
Le signe de g' (x) est celui de x — 2, d'ou,

X —00 2 +00
g'x - 0 4
+00 \\\ ( +00
9(x) PN

g(2)=22-4x2-9=4-8-9=-13

c) La courbe de g est une parabole de sommet S(2 ; —13), d'axe de symétrie d'équation x = 2, ... quelques points
particuliers ... (Voir fin de I'exercice)

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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3a) D'apres le 1), on sait : - -
f(x) =g (x) si et seulement siix € |- ; 2;\/13 JU2+ V13 ; +oof
f(x) =—g (x) si et seulementsi x€[2— V13 ;2+ V13 ].

b) La courbe de f et la courbe de g sont confondues sur les intervalles }-c0 ;2 — 13 Jet [2 + 13 ; +oo[

La courbe de f est la symétrique de celle de g par rapport a I'axe des abscisses sur I'intervalle
[2- V13 ;2+ 13] (Voir fin de I'exercice)

c) Les variations de f sont celles de g sur chacun des intervalles ]-co ; 2 — J13let[2+ V13 ; +oof.

Les variations de f sont opposées a celles de g sur chacun des intervalles [ 2 — J13 ;2]et[2;2+ V13 1.
En notant x; et x> les racines de g (x), ona :

X |- X 2 X, +00
f'x | R U | R

f) +oo\\ // 13\\ /, +00
x R <,

A remarquer, f n'est pas dérivable en x; et en x> .

d) Le minimum de f est 0 atteint en x; et en x» .
f posséde un maximum local sur [x;; x> ] qui vaut 13 atteint en 2
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TPI page 136 La suite de Syracuse (conjecture de Collatz)

u . .
—  siu, estpair, . . L. .1
= 2 , le premier terme u; = a avec a entier supérieur ou égal a 1 etn > 1.

3u,+1 siu, estimpair.

n+1

1) Premier cas : a = 1.

u; = ]_
1 étant impair, u, = 3X1+ 1 =4,

(CITSH NN

u, étant pair, us =2,

us étant pair, us = = = 1.

On retrouve le terme 1, le cycle recommence.

Lorsquea=1,(1;4;2;1;4;2;1;...).

Il suffit donc de s'arréter quand un terme vaut 1 pour connaitre tous les termes de la suite.
Deuxiéme cas : a =2

u, = 2

) : 2
u; étant pair, u, = 5= 1

Troisieme cas : a = 3

u; = 3.

3 étant impair, u, = 3X3 + 1 =10,
. . 10

u, etant pair, uz = 5 =5,

uz étant impair, us = 3X5+ 1 =16
Puis on a successivement, 8 ;4 ; 2 ; 1.

Quatriéeme cas : a = 4

u, = 4,
4 est pair, on a successivement : 4 ; 2 ; 1.

Cinquiémecas : a=>5

u; =5, u; =16, puis, 8;4; 2; 1.

Des qu'un des termes est une puissance de 2, on aura successivement les puissances décroissantes de 2, et, on
s'arréte lorsque 'un des termes est 1.

Casoua=11
u=11;u=34;us=17 ;us=52;us=26; us =13 ; u; =40 ; us = 20 ; us = 10 ; uyp = 5 ; puis cas précédent.

Casoua=28
uy=14;u, =7 ; u3 = 22 ; us = 11 puis cas précédent

2 a) Un algorithme :

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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Lire a
Tant que a > 1 faire
Si a est pair alors
a prend la valeur a/2

sinon
a prend la valeur 3Xa + 1
FinSi
Afficher a
Fin TantQue
b) Avec Algobox
W VARIABLES c#xkplgorithme lancé*** txkplgorithme lancéx*x
L-a EST DU _TYPE NOMERE Entrer a : 21 Entrer a : 42
W DEBUT_ALGORITHME ‘ff‘i
LIRE a 84 =
AFFICHER a : 2s
w TANT_QUE (a>1) FAIRE 18
|-DEBUT_TANT_QUE 8
w Sl ((a/2}-loor(a/2)==0) ALORS :
DEBUT_5I 1
& PREND_LA VALEUR a/2 sxxplgorithme terminéxxs _
FIN SI kxkplgorithme terminexxx
w SINON

a PREND LA VALEUR 3*a+1
FIN_SINON

_ AFFICHER a

_FIN_TANT_QUE
FIN_ALGORITHME

EDEBUT_EINDH

) A priori, ce programme peut ne pas s'arréter ... il n'est pas prouvé que un des termes prendra la valeur 1.

3a) Modification du programme.

" Durée de vol " : c'est un compteur, a chaque passage dans la boucle " Tant que " on incrémente une variable
de 1.

On peut aussi introduire un " si ... alors ... " pour l'altitude. On stocke dans une variable la valeur de u, si elle
est supérieure a la derniere valeur maximale stockée dans cet variable.

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »

Jorn Riel in La maison de mes péres
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w VARIAEBLES e r xxxalgorit
I:a EST_DU_TYPE NOMBRE = e - : Entrer a
compteur EST_DU_TYPE NOMERE 25 2
W DEBUT_ALGORITHME
—LIRE &
—compteur PREND L& WALEUR 1
—AFFICHER &

w TANT_QUE {a=1) FAIRE
|-DEBUT_TANT_QUE
w 51 ((a/2)}-floor(af2)==0) ALORS

DEEBUT_SI -

a PREMD_LA WVALEUR a/2 2e de vol

FIN_5I *kkplgorithme t
w S5INON

@ PREND_LA VALEUR 3*a+1
FIN_SINON

—compteur PREND_LA VALEUR compteur+1
—AFFICHER &
—FIN_TANT_QUE
—AFFICHER "la durée de wol est:
FICHER compteur
—FIN_ALGORITHME

EDEBUT_EIHDN

g

=

|l I )

= =] = 3 M
n

L o=
ra

B0 @

4]

la durée de wvol
rkkplgorithme te

=

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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Pour a = 26, la durée de vol est 11 et I'altitude maximale est: 40
Pour a = 27, 1a durée de vol est 112 et l'altitude maximale est: 9 232

Programme TT :
P Code de l'algorithme

' 1M 1  VARIABLES
:H3E 2 a EST_DU_TYPE NOMERE
Promet. H 3 compteur EST_DU_TYPE NOMBRE
thhile A>x1 4 max EST_DU_TYPE NOMBRE
* H+1=H 5  DEBUT_ALGORITHME
tIF AXE 6 LIRE a
* Thean 7 compteur PREND_LA_VALEUR 1
:a.}ﬁ 8 max PREND_LA_VALEUR a
*Encd g AFFICHER ? }
. - 16 TANT_QUE (a=1) FAIRE
It fRartiR-2)=8 11 DEBUT_TANT_QUE

" 1z 8I ((a/2)-floor(as/2)==0) ALORS
. 13 DEBUT_SI
. 14 a PREND_LA_VALEUR a/2
= 15 FIN_SI
. 16 SINON
. 17 DEBUT_SINON
: 18 a PREND_LA_VALEUR 3%a+1
: 19 FIN_SINON
tEnd 20 compteur PREND_LA_VALEUR compteur+l
t0i=Fr "OUREE":H 21 SI (max<a) ALORS
:0i=r "ALT".E 22 DEBUT_ST

23 max PREND_LA_VALEUR a

24 FIN SI

1'altitude
*x*p] gorithme

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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109 page 150
u,=0 v,=2
(un) et (va) sont deux suites définies par : 2u,+v, et u,+2v, pour tout n€IN.
Upe1= T Ve :T
_ 2ugtvy 2 _uyt2vy 4
Dur= =00 = Jetv= 2t = 3
_ 2u+v, 8 w2y 10
UQ—T—9€tV2—f— 9
2) La suite (d,) est définie par d, = v, — U.
a) On exprime d,; en fonction de d,.
dn+1 = Vasg — Uns1. par définition de la suite (d,)
u,+2v,  2utv, o )
dpi1 = 3 — 3 par définition des suites (un) et (v,).
v, —u
dnir = — 3 - par réduction de la différence précédente
1
dni1 = 3 d» puisque v, — u, = d,

Cette relation prouve que la suite (d,) est une suite géométrique de premier terme d, = vo — Up = 2 et de raison
1

3
b) Par conséquent, pour tout n€IN, d, = 2X %
Remarque En placant les termes u, et v, sur une droite graduée, le nombre d, est I'amplitude de l'intervalle [u,;

Val.
A chaque étape, la longueur de l'intervalle est divisée par 3.

—e T ot
0 1 2

3) La suite (s,) est définie par s, = u, + v,
a)So=uUp+vy=2

Si=u;tvi= z + i =2
3 3

SH=UFtv=..=2
b) On exprime s,.; en fonction de s.
Sn+1 = Un+1 + Vs par définition de la suite (s»)

2un+ vl’l uﬂ+ 2vi‘l J & LR .
Sn+1 = 3 + 3 par définition des suites (u,) et (v»).
Sn+1 = Un + Vy par réduction de la somme précédente
Sn+1 = Sn par définition de la suite (s,)

Cette relation prouve que la suite (s,) est une suite constante égale a so = 2
4) Puisqu'on connait la somme et la différence des nombres u, et v,, on peut calculer chaque terme u, et v,.

u,+v,=2

V,—u,= 2><(l)
3
En faisant la somme des deux lignes, il vient : 2v, = 2 + 2X % ,soit:v, =1+ (%)

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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En faisant la différence des deux lignes, il vient : 2u, =2 — 2X (%) ,soit:u,=1— (%) .
S5YUs=up+u +...+ U,
1 n
P n= | =
0sons w. (3 )
On a la somme de n + 1 termes de la forme 1 — % =1-w,
U=0+..+1)—(wWo+wi+w)
1 O
(wn) est une suite géométrique de raison (E) et de premier terme wy = (%) =1
n+ 1
1_ % 3 1 n+1
La somme des n + 1 termes de la suite géométrique (w,) est : W, = A ) X (1- (g) )
1__
3

U= (1+..41) —(wotwi+..tw)=n+1- 3xX(1- (1))

n+l terfnfségaux 5 g

~ 1 3 1 n+ 1
Vo=vo+vi+ .. +v,
La m”me démarche en remplagant la différence par la somme donne :
n+1
Vi=wot+tvit. . +tvp=n+1+W,=n+1+ %X(l— (%) )
~ 5 3 1 n+ 1
V.=n+ ) X 3
29 page 168
" 2"
la)Pourne N, u,= —
n

2! 2’ 2 8 2 2 32

W= T3 =2,u= 5 =1, u3= P T oW =lLus= 225 =1,28

b) D'apres ces valeurs, la suite n'est pas monotone.

2a)n?2—2n-1 = 0 est une inéquation du second degré.

Une méthode : n2—2n—1=(n—-1)2—2,don, (n—1)2—=2 > 0lorsquen—1> 2 oun—-1<- 2
Comme n est un entier supérieur ou égal 3 1,ona:n =1+ /2, soit:n > 3

V8 _2+\/§_
===

Autre méthode : A =8, d'oun; = 2_T =1- 2 et n 1+ 42

Le polyndme est du signe de 1 coefficient de n? a I’extérieur des racines .... (Voir résultat au-dessus)
2! 28 2"’ =2"%x(n+ 1) 2"(2n*=n’-2n—1)

(n+ 1)2 Cn nz(n+ 1)2 - n2<n+ 1)2

b) Soit n = 3, s — un =

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
8/9 http://dossierslmm.chez-alice.fr DMS8.odt 28/03/15



http://dossierslmm.chez-alice.fr/sommaire.html

Classe: 1S2 DMS8

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

2"(n’=2n—1)

Up+; — Un = n2<n+ 1)2

Comme n > 3, les nombres 2", n2 et (n + 1)?2 sont strictement positifs,
d'ou, le signe de u,; — u, est celui de n2—2n—1

D'apres I'étude précédente : n2—2n—1 dés que n = 3.

La suite (us)a>3 est donc une suite croissante.

3 a) On cherche un entier n, tel que u,, > 10

Remarque : il suffit de trouver un entier .... il n'est pas nécessaire de trouver le plus petit de ces entiers.
On peut chercher un ordre de grandeur en remarquant que 2'° > 10°, d'ot, (2'°)" > (10°)"

Soit: 2' > 10*, d'autre part: 27 > 102, d'on, 2'% > 10

Comme on divise par n 2, on peut commencer le tableau a partir de 170 environ ...

X

La calculatrice donne en entrant la fonction f (x) = —
X

Tout entier supérieur ou égal a 182 convient.
b) Soit n, tel que #, > 10%

Comme ny = 3 et (un) croissante, on a :

Sin = nogalors u, = u,,

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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