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Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie
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"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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IN Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

1 page 257
3_
2_
1 e M E
1 . ®
-1 D
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s L ®

1) A(=2;3) B(4;-1)

1B (4_(_2)),soit: 1B (6)

—-1-3 —4
_—2+4
Xy >
M est le milieu de [4B] : 31 ,M(1 ;1)
=Ty

2) a) Lecture graphique : C(-1;2), D(3 ; 0), CD (_4 ) .

EQ;1),FQ2;-1), EF (_O )

1

b) coefficient directeur de (CD) : — )

coefficient directeur de (EF) : n’existe pas.

¢) équation réduite de (CD) : y=— %x + %

équation réduite de (EF) x=2

d) M(1 ; 1) appartient a (CD) car ses coordonnées sont solutions de I'équation : y=— —x+ %

1 3
Eneffet: 1= ) X1+ 5

e) Soit B(4 ;1) .
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IN Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

w (7) 5 () e [ am 2]

Comme BE =2 BD, les vecteurs sont colinéaires, d'ou, les points B, D, E sont alignés .

12 page 274
1- Traduction de l'énoncé en utilisant les vecteurs

(Une seule des égalités vectorielles proposées suffit pour 1'équivalence avec la phrase de 1'énoncé)

Enoncé équivaut a Vecteurs

Bl = IC (4)

I est le milieu de [BC] < ou [B+ IC =0 (5
—_ 1 —

ou Bl = 5 BC (6)

2- Démonstration : / est le milieu de [4'D]

Une démonstration :

Par comparaison des égalités (1) et (7), on obtient I'égalité DC = BA' qui prouve que le quadrilatére DCA'B
est un parallélogramme.

Les diagonales [DA] et [BC] se coupent en leur milieu /.

Une autre démonstration :

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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IN Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Montrons que DI = 14

DI = DC + CI

Or, DC = AB = BA' et CI = IB.

Onadonc: DI = DC + CI = BA' + IB = I4' (Relation de Chasles)
'égalité DI = 14’ prouve que / est le milieu de [DA]

14 page 274
a- Construction :

ABCD est un parallélogramme

—_— —_—

AK = 3 AB  Le point K est donc sur le segment [4B] aux deux tiers du segment a partir de 4.

52
3

CL = CD Le point L est donc sur le segment [CD] aux deux tiers du segment a partir de C.

b- Démonstration : AKCL est un parallélogramme

Comme ABCD est un parallélogramme, on a : AB = DC =— CD

— 2 — . — 2 oy —_— —_—
Comme AK=§ AB ,onobtient: 4K =3 CD =—- CL = LC c
L'égalité : 4K = LC prouve que le quadrilatére AKCL est un
parallélogramme. ol
15 page 274 ]
-6 -9 6
1) Un représentant d'origine O dans le repére (O; 1, J). ]
5 T
On place A(2 ; —6), B(3 ; -9) et C(— 3 ;6),ainsi: O4 =u, OB =V et ]
oC = .

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." :
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IN Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

2) 4 et V sont colinéaires car : 2X(-9) = 3 X(-6)

ou encore : # et V sont colinéaires, car, 5 u =

<|

<!

- o -2 .
ou encore : U et sont colinéaires, car, U = 3 v

sont colinéaires, car, 3.4 =2.V

<!

ouencore : U et

3) V et W ne sont pas colinéaires, car 3X6 =18 et —-9X (——) =15

16 page 274
1 8 S
= 3 5 5 - 2
1 41" 3
6 5 4
IC lxi—itlxg—ﬂ—i "t" tl"‘
) Comme 3X5 T 15 e X5 T 3x3xs 15 U etV sontcolinéaires.
4 24 24
Le coefficient de colinéarité entre % et V est §><6 =5 v = 5 .
o o 45, 8.,3_6 6
2) v et w ne sont pas colin€aires, en effet : 5 ><2 =2et 5 ><4 = 5,et2¢ 5

17 page 274
1
A(6:-1).B(3: 1), C(15:4). D( % :2)

) o 3 0 (2):

Comme 9X5 # 2X21, les points 4, B et C ne sont pas alignés.

a)ZE

27
b) 4D | 2
3
— (9 27 . .
Or 4B ) et, comme 9X3 =2X ——, les points 4, B et D sont alignés.

22 page 275
A, B et C ne sont pas alignés.

Par conséquent, on peut définir le repere (4, B, C).
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IN Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

hiscisses

-

2)(4; B, O)repere  Par définition : 4(0 ; 0), B(1;0), C(0; 1)

— (1] . —= (o
(1)« (1

Recherche des coordonnées d'un point M :
Cela revient a écrire AM =x AB + y AC .

a) E est le symétrique de B par rapport a C, donc, C est le milieu de [BE].

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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IN Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Onadonc: BC = ai,soit: BA + AC = CA + AE
Onadonc: AE =— AB +2 AC
Les coordonnées de E dans le repere (4, B, C) sont : (—1 ; 2)

_Xptxy 0_1+xE
Autre méthod T 02 fire: 1Y
utre méthode : , sol ,onen tire : _
Ytyg :O+yE V=2
¢ 2 2

—_—

Comme AF =0. 4B + 5 AC , les coordonnées de F dans le repere (4, B, C) sont (0 ; ) ).

Comme BG =-2 §;1,0na: BA+ AG =-2 BA =2 AB
On obtient: AG =3. AB, les coordonnées de G dans le repere (4, B, C) sont (3 ; 0).
b) Dans le repére (4, B, C),on a :

_ 1
EF Yr e , Soit : EF 1
Yr—J)E -5
— 4 xEG:4><xFF
EG On a donc :
(—2) Ve =4X Ygr

Comme EG =4 EF , les vecteurs EF et EG sont colinéaires.

Les points E, F et G sont alignés.

3
(On peut aussi faire : FG | 3| ...)
2
24 page 275
1) Droite (AB) avec A(2 ; —3) et B(4 ; -5)
— 4-2 L= | 2 . -
2) 4B | 5—(—3)/° soit: 4B | ~ ) est un vecteur directeur de la droite (4B).

Tout vecteur non nul colinéaire & 4B est un vecteur directeur de la droite (4B).

Par exemple : % (_1 1) Y (_1100) , W (_44) sont des vecteurs directeurs de la droite (4B).

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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IN Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

2_\ AN
: , N
Tous cesvecteurs sont des vecteurs djrecteurs de la droite, (AB).
\{ | \E.LI\
[}
- 3 2 -1 1 2 3 , 5 : 7
-1
2
A

By

_4 ]
B

54

-F

Yaz Vi Vs Ve . . .
Dans tous les cas : == = % = =% = —% =_| (coefficient directeur de la droite (4B))
X X X5 X5
25 page 275
1
1) Pour tracer la droite d passant par A(—1 ; 2) et de vecteur directeur # | 2 |, on peut placer le point 4 et

3

construire le point C tel que AC =317 ,s0it: AC (_32)

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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IN Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

2) B(5;4)

Comme AB (5__4(:;)) - (—66) , AB et 7 ne sont pas colinéaires.

Le point B n'appartient pas a d.

27 page 275
1)a)b) Trace ...

Une méthode -

y—4
D'ou : —2x = 1 X(y — 4) est une équation de d. On en tire I'équation réduite : y = —2x + 4

Soit M(x ; y) € d. On a donc : AM (x—O) et u (_12) sont colinéaires.

Une autre méthode :

Puisque # ( ) est un vecteur directeur de d, le coefficient directeur m de d est m = — =-2.

-2
Puisque A(0 ; 4) € d, I'ordonnée a I'origine p est p = 4.
Conclusion : y =—2x + 4 est I'équation réduite de d.

Une autre méthode :

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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1S Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

: . - |1 s o
La droite d passant par A(0 ; 4) et de vecteur directeur u (_ 2) a une équation cartésienne de la forme :

2x+y+c=0
Comme le point 4(0;4)ed,ona:2X0+4+c=0,soit: c=-4.
Une équation de d est : 2x +y —4 =0, d'ou, 1'équation réduite : y = —2x + 4

2) Avec A(1;-3)et u (i)

Une méthode -

Soit M(x ; y) € d. On a donc : AM (j}: ;) et i (i) sont colinéaires.

\ . . o D 4 13
D'ou : 4(x — 1) = 3X(y + 3) est une équation de d. On en tire 1'équation réduite : y = 3¥ 3
Une autre méthode :

. - (3 . . . 4
Puisque u 4 est un vecteur directeur de d, le coefficient directeur m de d est m = 3
. 4 ) 4 13
Puisque A(1 ;-3)€d,ona:-3= 3 X1 +p.Onentire:p=-3— 373
. 13 , D
Conclusion : y = 3¥ 3 est 'équation réduite de d.

Une autre méthode :

La droite d passant par A(1 ; —3) et de vecteur directeur # (i) a une équation cartésienne de la forme :

4x-3y+c=0
Comme le point A(1 ; -3)€ d,ona:4X1—-3X(-3)+c=0,soit:c=-13

. : : 4 13
Une équation de d est : 4x — 3y — 13 = 0, d'ou, 1'équation réduite : y = 3¥ 3

28 page 275
Une droite ayant pour

3

2

4 | »apour coefficient directeur : m = —2.

1 . .
a) vecteur directeur # ( , a pour coefficient directeur : m = -3
b) vecteur directeur (

Remarque : —

- 1 ) )
5 y = ( 2) est aussi un vecteur directeur de

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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IN Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

5 . . 2
¢) vecteur directeur % , a pour coefficient directeur : m = 3

Remarque : it' = ( est aussi un vecteur directeur.

1
d) vecteur directeur % | 4 |, a pour coefficient directeur : m = 8
2

Remarque : 41 = vV = est aussi un vecteur directeur.

—
~——

1
8

29 page 275
d d'équation : 2x -3y +7=0

Propriété :

Un point M(x ; y) appartient a d si et seulement si les coordonnées x et y de M vérifient une équation de d.

a) Comme 2x(-2) —3x1 + 7 =0, le point A(-2 ; 1) appartient a d.

1 1
b) Comme 2x 3 3x % +7 # 0, le point B( 3 % ) n'appartient pas a d.
13 i 13 .
Comme 2% 3 —3x 3 +7=0, le point C(3 ; 3 ) appartient a d.
, . ) 2 -2 1 15

¢) l'ordonnée du point £ de d d'abscisse — 7 est:y= [2X|—=|+7| X 3 = =

) ) 1 3x1 1 16
d) l'abscisse du point F' de d d'ordonnée 3 est:x= 5 —7) X 5= %

2 15

B- 357
16 1
-5 i 3)

32 page 276
H Associer 3 chague droite dy, oy, dy, dy une éguation
cantésienne parmi les équations suivantas ;
l:'|I:J('—2:|-"+'|=|:| I2:122K+3:|-"—5=|:|

(3:2x—y-1=0 4):2x+3y+3=10

=Y

Cours :
(a;b)#(0;0)

ax + by + ¢ = 0 est une équation cartésienne de droite de vecteur directeur (_b)
a

11/45 chap 10.odt 27/05/15
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IN Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

(1):six=0alors y= % (Suffisant pour conclure) droite d;
(2)six=0,y= % (Suffisant pour conclure) droite d,
3)six=0,y=-1 (Insuffisant pour conclure)

un vecteur directeur # ( ;) droite d4

(4) Les droites d'équation (2) et d'équation (4) sont paralléles.

Un vecteur directeur est v (_23)

Six=0alors y=-1 droite d,

33 page 276

Un vecteur directeur de la droite d d'équation x + 5y — 7 =0 est J (—15)

N - R 1 =
u=>2 et 7 =— —
d 2
i et 7 sontdes vecteurs directeurs de d.

Les autres vecteurs ayant des coordonnées de m™me signe ne peuvent étre colinéaires a ¢ dont les
coordonnées sont de signes opposés.

34 page 276
Une méthode : colinéarité de ...

a) Un point M(x ; y) appartient a la droite d passant par A(—3 ; 2) et de vecteur directeur (_21 ) si et

seulement si AM et u sont colinéaires.

Ona: AM (x+3) et i (2),d'01‘1,

Un point M(x ; y) appartient a la droite d passant par A(—3 ; 2) et de vecteur directeur ( 2 ) si et seulement

-1
si—1(x+3)=2(y-2)
Conclusion : —x — 2y + 1 = 0 est une équation de d. (Ouencore: x+2y—1=0..)
Vérifier a l'aide des coordonnées de A4
Une autre méthode : reconnaissance des coefficients ....

b) Une équation cartésienne de droite est de la forme ax + b y + ¢ = 0 ou les coordonnées d'un vecteur directeur
-b
a

sont %

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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1S Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Comme #u (;),ona:b=—3eta=2

Onaalors:2x—3y+c¢=0
Comme A(2 ;1) €d,ona:2X2—-3X(-1)+c¢=0. On trouve ¢ =—7.

Conclusion : 2x — 3y — 7= 0 est une équation de d : droite passant par 4(2 ; —1) et de vecteur directeur u (g)

Et encore une autre ... : équation réduite ...

¢) Une équation réduite d'une droite est de la forme y = m x + p ou m est le coefficient directeur et p I'ordonnée
a l'origine de la droite.

comme 7 128) anaime 35S
omme u 35 ,ona: m 78 4

Comme A(0; 4),ona:p=4

L'équation réduite de d est : y = — x + 4, soit : 5x — 4y + 16 = 0 est une équation cartésienne de d ....

4
0
d) Comme le vecteur directeur est # | —1 |, la droite d est parall¢le a 1'axe des ordonnées et une équation de d
5
est: x=-4 (abscisse du point 4, peu importe son ordonnée)

38 page 276
A(=3;4),B(3;8), ((-5;2) et D3 ;-2)

1) Equation réduite des droites (4B), (CD) et (BD).

: . : A
Le coefficient directeur m d'une droite est : m = A—i lorsque Ax # 0.
. 8—4 2 2
droite (4B) : m = 3(=3) ~ 3 y=3xtp
2 2
CommeAe(AB):p=4—§><(_3):6 y= §x+6
droite (CD) : y= —bx+p,y=— ~x+ 2+ Lxes-- 2 -1l
roite (CD) : y = g Xtpy=— Fxtpavecp= 5 (-5)=— 5 y=-5x- >

droite (BD) : x = 3 (abscisses communes de B et D)

2) M(x ; y) € (4B) si et seulement si AM (x+ 3) et AB (2) sont colinéaires.

y—4
On obtient : 4x — 6y + 36 = 0, soit apres réduction : 2x —3y + 18 =0

x+5

e 2) et CD (_84) sont colinéaires.

M(x ; y) € (CD) si et seulement si CM (

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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1S Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

On obtient : 4x — 8y —4 = 0, soit apres réduction : x +2y+ 1 =0

x—3 — 0 .,
y—S) et BD (_10) sont colinéaires.

On obtient : —10x +30 = 0, soit apres réduction : x —3 =0

M(x ; y) € (BD) si et seulement si BM (

3) Equivalences.

Pour montrer que les équations sont équivalentes, ,on doit s'assurer " l'aller-retour " des transformations
algébriques

Droites Equat}ons Equat19gs62 page Preuve de I’équivalence
réduites cartésiennes
2x—3y+18=0 on ajoute 3y aux deux
5 3y 2c 4 18 membres
=2x+
(AB) | y=Sx+6 | 2x-3y+18=0 TRy o 1
3 2 on multiplie par = chacun
[—t y = § X + 6 3
des membres
- 1 x_ 1 on multiplie chacun des
1 1 ) b )
(CD) |y=-— Sx- 5 x+2p+1=0 membres par
©2y=-x—1 On ajoute x + 1 aux deux
@x+2y+1=0 membres

41 page 276

= . . . L [—1
a) V2 x+y+5=0 est une équation de droite dont un vecteur directeur est # ( @)

b) v2x +y+5=0n'est pas une équation de droite.

Complément : La courbe d'équation V2x +y+5=0(soit:y=— V2 Vx —5)se déduit de celle de la fonction
v . Cest une demi-parabole définie sur R* ...

3
c) 2x + E + 4 = 0 n'est pas une équation de droite.

: i 2t 3 a0 (i 3 3
Complément : La courbe d'équation 2x + 2y +4=0 (soit: 2y 2x—4,puis : y = 2(—2x—4) ) est une
hyperbole.

3y _i -3
d) 2x + -5 7 4 =0 estune équation de droite dont un vecteur directeur est 2 | (ouencore:2i ( 4 ) )

2

e) 2x + 3 — 2y =5x < 3x + 2y — 3 =0 est une équation de droite dont un vecteur directeur est % (_32)

f) 3y +2 = 0 est une équation de droite dont un vecteur directeur est % (3) ou | ((1)) .

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Hlustration :

-2

Sy + 2

42 page 276 (Configuration du trapéze complet).
(On considere un trapeze et ses diagonales, et, l'intersection des cotés non paralleles : on peut extraire de cette
configuration , deux configurations de Thales)

Construction

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

la) CD =2 4B.

Comme les vecteurs 4B et CD sont colinéaires, les droites (AB) et (CD) sont paralleles.
ABCD est un trapeze de bases (4B) et (CD), .

— — xX,—(=5)=2(2—(-2
b) Comme CD =2 AB,ona: | (=5)=2(2-(-2))

y,—0=2(2—4)
2a)d:6x+y—14=0

,d'ot, D(3 ; —4)
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1S Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Comme 6X2+2—14=0, le point B(2 ;2) € d.
Comme 6X3-4—-14=0, le point D(3 ; 4) € d.

b) Une équation de la droite (4C) :

x+2

— (=3 S
y—4) et AC (_4) sont colinéaires.

M(x;y) € (AC) si et seulement si AM (

On obtient : 4(x +2)+3(y—4)=0
Une équation cartésienne de (4C) est : —4x +3y—-20=0

¢) d) Comme AC (:i) et BD (_1 6) ne sont pas colinéaires, les droites (AC) et (BD) sont sécantes.
Un point commun a (AC) et (BD) a ses coordonnées solutions du systeme : _g )’: ; )_’ ; 422; 0

En tirant y de la deuxiéme équation et en remplacant dans la premiere, il vient :

—4x +3(14 - 6x) —20=0, soit : 22x =22, d'ou, x =1, puis y =8
Le systéme ayant une et une seule solution, les droites (4C) et (BD) sont sécantes en E(1 ; 8)

4)
Xyt xp
I
Le milieu K de [4B] a pour coordonnées :
_Vat Ve
Y=y
Xt X, 1
=T
Le milieu L de [CD] a pour coordonnées :
_ Yt Vo 2
yL_T__

— (0—1 .o== -1 — [—1-1 L= |2
b) EK (3_8),s01t. EK (_5) ,et, EL (_2_8),s01t. EL (_10).

Onadonc:2 EK = EL.
Les points E, K, L sont alignés.

Pour aller plus loin :

a) Les cordonnées du point d'intersection F des diagonales (4D) et (BC) du trapéze ABCD sont les solutions du

systéme obtenu avec les équations des droites (4D) et (BC).

Comme AD (S)et CB (7),
-8 2

une équation de (AD) : 8x +5y+c=0etc=-8X(-2)—5X4=—4,s0it: 8x+5y-4=0

une équation de (BC) : 2x—7Ty+c=0etc=-2X2+7X2=10,s0it:2x—7y+10=0

Sx+5y—4=0 _ [ Sx+5y=4 _ [sx+5y=4 _ |77 3 1 4
2x—=Ty+10=0 8x—28 y=—40 33y=44 3

[
w |~
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1S Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

—4
EF 3 Onad 'ifl?:?
50| adonc: 3
3

Les points E, K, F sont alignés.
Conclusion : Les points E, K, F, L sont alignés.

44 page 277. Ajouter une question 6/.
6/ Reprendre I'exercice afin de généraliser les résultats obtenus avec 4 d'abscisse a et B
d'abscisse b ou a et b sont deux réels distincts strictement positifs.

1
Soit () I'hyperbole d'équation y = e

Un cas particulier avec deux points fixés :

1
1) Le point 4 d'abscisse 1 sur (J) a pour ordonnée T~ 1. A(1;1)

1 1
Le point B d'abscisse 3 sur () a pour ordonnée 3 B3; 3)

Xt Xp
WE T 2
2) Les coordonnées du milieu K de [4AB] sont : K2; %)
Yt ye 2 3
TS

3) Equation cartésienne de (4B).
Une méthode :

Un point M(x ; y) € (4B) si et seulement si AM et 4B sont colinéaires.

x—1 2

Or, AM ( ) et AB
y—1

_2
3

2
On a donc : Un point M(x ; y) € (4B) si et seulement si — 3 x-D=2(r-1)

En réorganisant (on peut multiplier par 3 et diviser par 2 les deux membres de I'égalité) :
Une équation cartésienne de (4B) est: x +3y—-4=0

Conseil : vérifier avec les coordonnées de A et de B.

Une autre méthode :

On sait qu'une équation de droite peut se mettre sous la forme ax + by + ¢ = 0.

Comme 4 € (AB),ona:aXxXl+bX1+c=0,soit:a+b+c=0 (i)

1 1
CommeBE(AB),ona:aX3+bX§ +c¢=0,soit:3a+ §b+c=O (i1)

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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1S Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

2
Par différence : (ii) — (i) meéne a : 2a — 3 b=0

On choisit par exemple b = 3 (tout multiple non nul de 3 est satisfaisant).
Sib=3,a=1,puis,c=-1-3=-4.

Une équation cartésienne de (4B) est: x +3y—4=0

Une autre méthode :

Puisque la droite (4B) n'est pas parallele aux axes, on peut mettre 1'équation sous la forme y = mx + p.

1
:yB_yA:§ :_le:_l
" XB—XA 3_1 3 2 3
1 : 4
Comme 4 € (4B),ona: 1 =- §X1+p,s01t:p= 3
vt Lo 4
Une équation de (4B) est:y =— —x + = quiestéquivalentea:x+3y—4=0

3 3
Remarque :
Toute relation équivalente a la précédente permet de caractériser la droite (AB), en particulier, l'équation
4

1
réduite de (AB) : y = — 3 + 3

4) Intersection avec les axes

Le point P de (4B) sur l'axe des abscisses a pour ordonnée 0, donc, xp = 4 P4 ;0)
4 4
Le point QO de (4B) sur I'axe des ordonnées a pour abscisse 0, donc, yp = 3 0 ; 3 )
4+O:2
2
5) Les coordonnées du milieu de [PQ] sont : 0+ 4
_ 3.2
2 3

On retrouve les coordonnées de K.
K est donc le milieu de [PQ].

Généralisation :

On peut (on doit!) se poser la question : ce résultat est-il lié a l'hyperbole ou seulement a ces deux points
particuliers ?

1) On choisit deux points distincts A et B d'abscisses respectives a et b. (a>0,b>0eta # b)

Le point A d'abscisse a sur (/) a pour ordonnée

Le point B d'abscisse b sur () a pour ordonnée

S ==
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1S Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

2) Les coordonnées du milieu K de [4B] sont :

3) Equation cartésienne de (4B).

Un point M(x ; y) € (4B) si et seulement si AM et 4B sont colinéaires.

I . b—a . b—a

Or, AM l|et 4B |1 1]|,soit: AB |a—b
y—— 1 1

a b a ab

L @)= b-ap- )

On a donc : Un point M(x ; y) € (AB) si et seulement si

En réorganisant (on peut diviser par a — b et multiplier par ab les deux membres de 1'égalité) :
Une équation cartésienne de (4B) est: x +aby—a—b=0

Conselil : vérifier avec les coordonnées de A et de B.

Le point P de (4B) sur l'axe des abscisses a pour ordonnée 0, donc, xp =a + b

Le point QO de (4B) sur I'axe des ordonnées a pour abscisse 0, donc, yp = a;-bb
a+b+0_a+b
2 2
5) Les coordonnées du milieu de [PQ] sont : 0+ &t b
ab _a+b
2 2ab

On retrouve les coordonnées de K.
K est donc le milieu de [PQ].

Animation GeoGebra

47 page 277
1) Avec GeoGebra, il semble que les droites (EF), (GH) et (AC) sont paralleles si et seulement si M appartient
au segment [BD].

Sinon, les trois droites sont concourantes.
2 a) Repere (4, B, D) et M(x ; y) dans ce repere.
Par construction : A(0 ; 0), B(1;0) et D(0; 1)
Tous les points de la droite (EG) ont la méme ordonnée y (puisque M € (EG))
Tous les points de la droite (HF) ont la méme abscisse (puisque M € (HF))
E(0;y) FE estsurl'axe des ordonnées (4D)

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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IN Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

F(x ;1) Festsurlaparallele a I'axe des abscisses passant par D d'ordonnée 1.
G(1;y) G estsur laparallele a I'axe des ordonnées passant par B d'abscisse 1.

H(x ; 0) H estsur I'axe des abscisses.

b) (EF) et (GH) sont parall¢les si et seulement si EF et GH sont colinéaires.

Or, EF ( X ) et GH (x—l)
1=y -y

(EF) et (GH) sont paralléles si et seulement si x(—y) — (1 —y)(x—1)=0

Apres développement et réduction, il vient :

(EF) et (GH) sont paralléles si et seulement six +y—1=0.

¢) Six =0 alors y = 1. le point D(0 ; 1) vérifie 1'équation trouvée au b/

Siy =0 alors x = 1. le point B(1 ; 0) vérifie 1'équation trouvée au b/

Comme x +y—1=0 est une équation de droite, la droite (BD) est cette droite.

Comme M est a l'intérieur du parallélogramme, 1'ensemble des points cherchés est le segment [BD].

3) Le vecteur AC (i)

lorsquex+y—1=0,ona:1-y=x,

. == [x| _ 1y - — |—y| _ —
d'ou, dans ce cas, EF M Y Bt AC (ou GH e =—y AC)

EF et AC sont colinéaires, ce qui prouve que les droites (EF), (GH) et (AC) sont paralléles si et seulement si
M € [BD].

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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IN Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

48 page 277 L o o L
a) EF+ EG = EH , b) 2NM+ NS = NL+ NS = NU ¢) CG+ HF = CG+CB = CE
d) PN+ PF = PE ¢) —BA+ BM = AB + BM = AM f) NM+ NH = NG

S

49 page 277
On reprend la figure du numéro 48.

1) Objectif : écrire les vecteurs # demandés sous la forme # =x AB + y AD .

AP = 34B+24D Le quadrilatére AFPL est un parallélogramme de diagonale [AP].
AP = AF + AL AF = 34B et AL = 24D

CS = AB+24D Le quadrilatére CGST est un parallélogramme de diagonale [CS].
CS = CG + CT CG = 4B et CT = 24D

ouencore: CS = AM et ABML est un parallélogramme, d'ou : AM = AB + AL
GT =— AB + 24D
PE =— 4B — 24D
Compléments :

—_— —

Cela revient a dire que les coordonnées de ces vecteurs dans la base (AB, AD) sont :

— (3] = (1| == [-1| . == [-1
AP (2),05 (2),GT (2)etPE (_2)

2) Objectif : écrire les vecteurs # demandés sous la forme % =x CH +y TM .

En remarquant que CH =2 AB et TM =— AD , il suffit dans les ¢galités précédentes de remplacer,

—_— 1 —_— —_— —_—
AB par 5 CH et AD par— TM .

CH 2 TM .

— —_— 3
AP = 3A4B+2AD = 2]
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1S Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

—_ 1 — —
S = AB+24 =5 CH -2TM

—_— — —_— 1 — —
GT =— AB + 24D =—7 CH -2TM

— B — —_— 1 —_— —
PE =— AB — 24D ==-3 CH +21TM

Compléments :

Cela revient a dire que les coordonnées de ces vecteurs dans la base (CH,TM) sont :

3 1 _1 _1
AP 215CS |2);GT 2| et PE 2
-2 -2 -2 2
50 page 277
la figure est celle du n° 48
, dans le repére dans le repére dans le repére
Coordonnées de ... (A:AB.AD) (D:DG.DL) (M: ML, MC)
L (052) 0;1) (1;0)
Preuve : AL = 2 AD DL =0. DG +1. DL ML =1. ML +0. MC
3
e (2’ ) (2:0)
P Preuve : 3 MP =2 ML +0. Mo
AP = 34B + 24D BﬁZEBE;H.JTL '
3
H P(riﬁvle)- (2’ ) 25 1)
— — = — — MH =-2. ML +1. MC
Al = 34B + AD i = % Do MH ML +1. MC
-1
(-1;2) (=:;2) :
cU Preuve : 2 . (15-2) .
— — = | = -1 — — =1. 2.
CU = 4B + 24D | €U = 5 DG +2DL | <Y I ML =2. MC
1;2 l'2
EP P(I'el’lVe) : 2’ . L)
ey —_— ’ — = — —_— —_— :_1. ML _2. MC
EP = 4B + 24D Ep:% oG +2 pr | EF ML —2. Mc
3;-1) 3.,
DE (-1:2) 2’ (35
e PI‘GIBEI L I DF =-3. ML +1. MC
DF = 34B — 4D DF =5 DG - DL
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1S Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

54 page 278
RST est un triangle et K est le milieu de [RS].

1) H tel que TH =-3 TR (H, T, R sont alignés dans cet ordre, la longueur TH = 37R)
L tel que SL =2 ST (L, S, T sont alignés dans cet ordre, la longueur SL = 257)
2) Evaluation de TR+ TS
TR+ TS = (TK+ KR)+ (TK+ KS) = 2TK+ KR+ KS
Or, K est le milieu de [RS], d'od KR et KS sont opposés, soit : KR+ KS = 0
Conclusion : TR+ TS =2 TK .
3) Décomposition de HL sur TR et 7S . (Objectif : décomposer en somme de deux vecteurs non colinéaires)

Analyse des données : e point H est défini par la donnée de TH et L par celle de SL , d'ou, l'introduction de
ces vecteurs par la relation de Chasles.

Analyse de ce qu'on veut en conclusion : en fonction de 7R et de 7S (ou encore leurs opposés : RT = —TR

et ST = —T7S)

HL = HT + TS + SL On connait : 7H en fonctionde 7R et SL en fonction de ST
HT = -TH = 37TR SL = —28T = 275

11 suffit donc de remplacer par les données et réduire ....

HL = 3TR + TS + 275 = 3TR+37S = 3(TR+TS)

4) Comme TR+ TS =2 TK ,onobtient: HL = 3x2TK = 67K .
Les vecteurs HL et TK sont colinéaires.

les droites (HL) et (TK) sont donc paralleles.

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

55 page 278

Commencer par relever les données qui ont permis de construire les points et par analyser ces données.

Ne pas perdre de vue qu'il s'agit d'exprimer les vecteurs MN et NP en fonction de deux vecteurs non

colinéaires (voir cours)

BP

1) AM = 3 AC et AN = g AB,d'OfJ,MNZAN—AMZZ AB - 5 AC.
1—> . —_— —_— — 3—» —_— 1 —_— —_—
5 BC,d’ou,NP=NA+AB+BP=—Z AB+AB+5(BA+AC).
NP-- L+ IR+ L AT
4 2

2) On adonc : -3 NP = MN .
Les points M, N et P sont alignés.

56 page 278
3

ABC est un triangle, K, L, M sont définis par : AK = TAC , AL = ZAB’ BM = EBC'

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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IN Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

axe des ordonpés

a,
it i,
axe de‘&agsclsses

~U
1) Premiere méthode : Géométrie analytique (c'est-a-dire : dans un repére)
Soit le repére (A;AB,AC)
a) Onadonc: 4A(0;0),B(1;0)etC0; 1)
AK = ——AC [ donc: K(0; =)
2 2
= —AB =
L 1 ,doncL(4 ; 0)
BM = EBC,d'ou: BA+ AM = E(BA+ AC) | soit: AM = AB — EAB + gAC = EAB + EAC'
5 1
M g)
x—l—:l
— 1= x—1 1 (o-1| . 6 5 1
. . = —_BC . PRI - = . . 2
Autre méthode : BM 5 , M(x ;y),dou: ( y ) 5 (1_0),501t. R M(6 ; 6)
s
3 S S
) — | 4 — 6 .. == |6
b) On obtient : KL et KM ,soit : KM .
3 1,3 10
2 6 2 6
3,10 5 3.5 5 — — . )
Comme : ZXF =7 et EXE = Z,les vecteurs KL et KM sont colinéaires, donc, les points K, L, M
sont alignés.
3
6 5.4 10 10 3 10 — 10 —
. = IX— = — T oxZ - 2 . - 2
Ou encore : comme 3 63 9 et 9 > g ona: KM 9 KL
4

2) Deuxieme méthode : Géométrie vectorielle (sans utiliser un repére)

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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1S Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

KL = 47 - 4K = 4B + 24T
4 2
KM = KA+ AB+BM = 54C + 4B + =B
N Toliilyy- —(AC—4B)
2 6
5 10
—AB + —AC
6 6

On retrouve les calculs de la premiére partie.

Par exemple : Quel est le coefficient ¢ tel que KL =t KM ?

5 3 10 3
On cherche donc  tel que 5 Xt= 1 et (en méme temps) ra Xt = 3
Pui 3/4 3/2 9 1 b -
uisque =7 = 1076 ~ 1o ° | nombre £ existe.
— 9 =
= — KM
KL 10
57 page 278

Donn¢es :

ADZE AC,AE=§ AB, BF =2 BC

1) Dans le repére (A;AB,AC) (On a donc : 4(0; 0), B(1 ; 0) et C(0 ; 1)

—_ 1 — 1

a) Puisque 4D = ) AC ,ona:D(0; 5)

. — 1 — 1
Puisque AE = 3 AB,ona:E(g ; 0)
C 50 (7', BF (2] qon: TS ot A2

omme B Bk ou: y,—0=2 ,soit: F(—1;2)

1 r
b) DE 1 et DF | 3 [,onadonc: DF =-3 DE.
- 2

les vecteurs DE et DF étant colinéaires, les points D, E, F sont alignés.

2- Solution vectorielle

— —_— = ) — 1 — 1 —
a) DE = AE — AD (Relation de Chasles), DE = 3 AB — 3 AC

F = DB + BF (Relation de Chasles et F est déterminé a partir de BF dans I'énoncé)

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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IN Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

( AB — AD )+2 BC (Relation de Chasles et D est déterminé a partir de AD dans I'énoncé, et,
on remplace BF par2 BC)

—_—

DF=AB—§ AC+2(AC—AB)=—AB+§ AC

— 1 — I — . . — —
Comme DE=§ AB_E AC ,ilvient: DF =-3 DE .

les vecteurs DE et DF étant colinéaires, les points D, E, F sont alignés.

3) Solution géométrique :

a)

1 est le point d'intersection de (4B) et de la parallele a (DE).
Dans le triangle ACI, on peut appliquer la propriété de Thales, d'ou,
D étant le milieu de [AC], on a : E est celui de [4]].

[S—

—_— —_— —_— R — 2 B —
Onendéduit:AE=EI=§ AB,donc:A]=§ A
IBZAB—AIZAB—SABngB.

EI = 1B, donc, I milieu de [EB]

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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IN Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

BF =2 BC , donc, C est le milieu de [BF].
On peut appliquer la réciproque du théoréeme de Thalés dans le triangle BFE.
La droite (/C) joignant les milieux de deux cotés [EB] et [FB] est parallele au troisieme coté (FD).

(DE) et (FD) étant paralleles a (IC), les points F, E, D sont alignés.

62 page 278

EJ ABCD est un tétraédre. On note | le milieu de [AD]
at J caluide [BC). Le point G est la point da [A)] tal que

AG=2AJ. A
3

On sintérasse  la |
position relative de |a

droite (1G) et du plan LG b
(BCDy. ]

On note K la

symétrique deDpar ]

rapport 3 J. . c

1. Justifier que les points A, G, J, K, D, | sont coplanaires,

2. a. Faire une figure dans le plan (AJD) avec les léments
de la figure qu'il contient.

b. Dans le plan (AJD), décomposer les vecteurs iG et sur
les vectours AD ot AL
¢. Ces vecteurs sont-ils colindairas ¥

3. Détarminer la position relative dans Pespace de la
droite (G} et du plan (BCD).

1) Les points 4, J, D ne sont pas alignés par construction du tétraedre.
On peut donc nommer le plan (4J/D).

I milieu de [4D] donc [ appartient a la droite (4D), par conséquent / appartient a tout plan contenant la droite
(AD). En particulier : [ appartient au plan (4JD).

De méme, puisque G € [4J], G € (4JD).
Comme K, J, D alignés, K € (4JD).
Les points 4, J, D, I, G, K sont coplanaires.
2 a) b) Dans le plan (4JD), on a :
IG = 14 + AG (Relation de Chasles)
4D)

Or, I milieu de [AD] donc 4 =— ) AD (Onaaussi: ID = )
2 — 2
et G € [4J] (Segment) et AG = 3 AJ,donc, AG = 3 AJ

e — 2 —
Conclusion: IG =— B AD + 3 AJ .

K symétrique de D par rapport & J, d'ou, DK =2 DJ

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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IN Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

f DR =+ Zp +2DJ = =
2 2

—_—

I =

S

—_— 3 — — —
¢)3IG Y AD +2 AJ = IK

Les vecteurs [_é et IK sont colinéaires.

3) Le point K appartient au plan (BCD).
La droite (/G) coupe le plan (BCD) en K.

AD + 2(DA+ AT) =-

AD +2 A7

N W

63 page 278

I milieu de [4B], donc

Jmilieu de [BD], donc, A4J =

2
E sur [4]] et AE = 3

2
Fsur [BC] et BF = 3

P - 1 —_— —_—
K milieu de [JC], d'ou, BK = 5( BJ +

1) Dans le plan (4BD)

JE = J4 + AE =-—

E ARCD estun A
tétraddra. | est le milieu

da [AB], ) celui de [BD] et

K celui de [IC].

E est le point du segment |4

[AE] tal que AE = im E+
et F le point du sagrnant ]
[BC] tel que EF=§E=C. B g

1. On se place dans le F
plam ( ABD. Faire une

figure puis démontrer que |, E et D sont alignas.

2. On se place dans le plan (BCDw
Démontrer gque F, K et D sont alignés,

3. a. Que peut-on dire des droites (1E) ot (FK) 7

b. En déduire que|, E, F et K sont coplanaires.

—_— —_ 1—»
,AIZIBZE AB

—_—

(AB + 4D)

N | —

—_—

AJ, donc, AE = AJ

—_—

BCdonc BF = BC .

WIN WM

,ona:

1
2

—_— 1 —_—
etaussi: BJ = = BD

2
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1S Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

— . 1 —

2) FK = FB + BK == 5 BC + 5(BJ + BC)=— ¢ BC+ 7 B
—_— —_— —_— 2 —_— —_—
FD = FB + B =—§BC+BD
Onaalors:4 FK =..= FD , dong, ....

3 a)b) Le point D est donc un point commun aux deux droites (/E) et (FK).

Les droites (/E) et (FK) étant sécantes en D sont coplanaires.

64- 65 page 278
Enoncé de la propriété (P) : (équivalence)
Le point M(xw ; ym) € d si et seulement si 2xy— 3y +7=0
Implication (P, ) :
Si le point M(xy ; ym) € d alors 2xy —3ym+7=0
Implication (P,) :
Si 2xy —3ym + 7 = 0 alors le point M(xm ; ym) € d
(P ) et (P») sont réciproques I'une de I'autre.
(Voir page 354 du livre)

Pour (P, ) : la condition suffisante est : le point M(xv ; yum) € d
la condition nécessaire est : 2xy —3ym+ 7 =0

La contraposée de (P, ) s'énonce :
Si le point M(xw ; ym) & d alors 2xy —3ym+7 # 0

Le point A(3 ; -1).

On calcule : 2X3 -3X(-1)+7=16

Comme 16 # 0 alors 4 & d.

La propriété utilisée est la contraposée de (P; ).

88 page 282
Soit m un réel.

On nomme d,, la droite d'équation : 2m — 1)x —my +3m+1=0
1 a) La droite d, a pour équation : —x + 1 =0 ou encore x = 1.
d, estparalléle a I'axe des ordonnées et passe par le point 4, (1 ; 0)

b) d, est la droite d'équation : x —y +4 =0 ou encore y = x + 4.
d, est la droite de vecteur directeur (i) et passant par le point 4, (0 ; 4)

(ou de coefficient directeur @, = 1 et d'ordonnée a l'origine b, = 4)

. ) 3
d, estla droite d'équation : 3x — 2y + 7 = 0 ou encore y = 7 X + 5

d, est la droite de vecteur directeur i, (2) et passant par le point 4, (1 ; 5)

3
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

) ) 3 .. 7
(ou de coefficient directeur @, = ) et d'ordonnée a l'origine b, = ) ).

d_, estla droite d'équation : —3x +y + 2 = 0 ou encore y = 3x — 2.

é) et passant par le point 4_, (0 ; -2)

d_, est la droite de vecteur directeur %_, (

(ou de coefficient directeur @_; =3 et d'ordonnée a l'origine b, =-2)

2) Une méthode :

En prenant deux des droites précédentes, on trouve les coordonnées d'un point / susceptible d'appartenir a toutes

les droites, puis on vérifie que, quelque soit m, les coordonnées de ce point / sont solutions de I'équation de
d

On choisit les droites les " plus simples " par exemple d, et d, .

D'aprés l'équation de d, : x;, =1

puis d'aprés cellede &, : y; =1+4=5

Soit /(1 ; 5).

Comme 2m — 1)X1—mX5+3m+1=2m—5m+3m—1+1=0,le point / appartient & d,, quelque soit m.
Une autre méthode :

La variable est m, on forme donc un polynome en m qui doit s'annuler pour tout m (ici, il sera du premier degré)
et on cherche, pour tout m, les coefficients qui annulent ce polyndme. La seule possibilité est d'avoir tous les
coefficients du polyndome nuls.

Cm—1)x—my+3m+1=0¢quivauta 2x—y+3)m—-x+1=0.

On a donc le systeme 2{; i} Ii;o

Ce systeme a une et une seule solution : x =1, puis : 2X1 -y +3=0,s0it: y=15

3) a) On cherche l'existence de m pour avoir @, passant par A(—1 ; 4)

Pour cela, on a la condition nécessaire et suffisante : (2m — 1)X(-1) —mXxX4+3m+1=0
quiménea:-3m+2=0

2

3

Lorsque m = =, la droite passe par A(—1 ; 4)

b) On cherche l'existence de m pour avoir d,, de vecteur directeur # (_21 ) .

Or un vecteur directeur de d,, est: i, " )
2m—1

On a donc la condition nécessaire et suffisante : %, et # sont colinéaires

La condition analytique de colinéarité meéne a : 2(2m — 1) — (-1)Xm =0, soit : Sm =1

1 : . -
Lorsque m = 3> la droite est de vecteur directeur u (_21 ) .
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Résumé sur un graphique :
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

89 page 282

3 ABCD est un tétraddre. Les points | et K sont les (s
milieux des arétes [AB] et [CD]. Le point J est le point

du segment [BC] tel qua Bl = ; BC A

et L est le point du sagment [AD]
tel que AL = : AD.
Le but du probiéme
st de montrer que les L
quetre paints |, 1 KetL

sont situds dans

unméme plan. B o]
On namime

le symétrique de B 1

par rapport 3 D C
1. Dans le plan (ABD)

a. Faire une figure dans le plan (ABD) en placant tous les
points connus de ca plan.

b. Déterminer les coordonnées de |, L et O dans le repéra

(A : BB, AD) du plan (ABD) et démontrer que O appartient
3 la droite (IL)

2. Dans le plan (BCD)
Dérmontrer que O appartient 4 la droite (JK).

3. Dans l'aspace
En déduire que les droites (IL) et (JK) sont sécantes et
conchure,

Dans le repére (A4; AB,AD),
A(0;0);B(1;0),D(0;1)

1 .
I( ) ; 0) car / milieu ....

2
L0 ; 3 )car Lestle ...

—_— P — _1 —_
Qesttel que BO =2 BD, dou, ;Q—o —2x 11 . 0(1:2)
9]

-3

-1
—_— 2 D —
IL ) et 10 | 2
3 2
Onalors:3 1L = ]_Q , dONC, wevvviiiiiiiiieeeees
2) Dans le plan (BCD)
Choix du repére : (B; ﬁ’,gb)
B(0;0), C(1;0),D(0;1)

2
J( 3 ;0)carJestle ...

o B T I oot Ol N N B | 1 1
K milieu de [CD], donc: CK = 2 CD ,soit : =0 =210/

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

O est tel que Eé =2 BD,d'ou, (XQ) =2X ((1)) , 00;2)

Yo
e
JK ) et JO 3 |,dow,4 JK =...= JO Conclusion : ........cccceeeee..
5 2

3) Les droites (/L) et (JK) sont sécantes en Q.
Les points 7, J, K, L et Q sont coplanaires.

90 page 282
ABCD trapéze tel que (AB) || (CD).

M est le point d'intersection des droites (AD) et (BC).
I est le milieu de [AB] et J celui de [CD].
K est le point d'intersection des diagonales [AC] et [BD].

__I"

1

1

! ri

éx-& .'|.:-.§ ardonnees =0
2 dgs ordonnees x=U)

I

I
i

axe des abscisses (=00

a)b) Etant donné que les vecteurs AB et AD ne sont pas colinéaires par construction du trapeze, on peut
définir le repére (A;AB,AD), ainsi

_0+1
X = {
A(0;0),B(1;0),DO;1)etl 040 ° 1(5,0) :
G
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

¢) Puisque C est sur la droite parallele a (AB) (axe des abscisses) passant par D,ona: Ve = Vp =1.

_a+0
* 2 a
On pose a son abscisse, on a donc : C(a ; 1) et ] 1+1° J 5;1 .
a

Remarquer : a # 1 pour avoir (AD) et (BC) sécantes.

d) Un point N(x ; y) de (BC) est caractérisé par BN et BC sont colinéaires.

Onadonc: BN (x ) et BC (‘11:(1)) colinéaires si et seulement si 1 X(x — 1) =(a — 1)Xy

y—0
Une équation cartésienne de (BC)est: x—(a—1)y—1=0

. . 1 ..
Le point M étant sur (BC) et sur 1'axe des ordonnées (AD), on obtient : M(0 ; 1—a ) a condition que a # 1.

(Sia =1, ABCD est un parallélogramme. La définition d'un trapéze n'exclut pas a priori les parallélogrammes
lorsque ce n'est pas précis€. Le texte ici est sans ambiguité car dans I'énoncé, on nous dit que M existe).

%—0 % a 1 a—1
e) MI = et IJ |2 2| = 2
0— ! ! 1 1
l1—a a—1
1 a—1 1 — — o,
Comme =—XI1 = X = —,les vecteurs M][ et IJ sont colinéaires.
2 a—1 2 2

Les points M, I, J sont alignés.

f) Un point N(x ; y) de (BD) est caractérisé par BN et BD sont colinéaires.

Onadonc: BN (;:(1)) et BD (?:é) colinéaires si et seulement si 1X(x — 1) =— 1Xy

Une équation cartésienne de (BD)est:x+y—-1=0

Un point N(x ; y) de (AC) est caractérisé par AN et AC sont colinéaires.

A, étant l'origine du repére, AN ;C; et AC (Cll)

Une équation cartésienne de (AC) est:x—ay =0

x+y—1=0

les coordonnées de K sont les solutions du systéme : [ ¥—ay=0

1 1
Par différence, il vient : y = i puis,x=1-y= ail . K(ﬁ;m)

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

1l _a a—1
— |2 a+1 - = . 1 a atl—2a  l-a
g) KI O et IJ ? sont colinéaires puisque 2 T+l - 2(a+1)  2(a+1)
a+l

1 a—1 l—a

a1 2 T 2arl)

et

Conclusion : Les points M, I, J, K sont alignés.

93 page 283 Orthocentre et droite d'Euler
Figure

H est définipar OH = 04 + OB + OC
En ajoutant 40 aux deux membres de 1'égalité, il vient :

AH = OB + OC =2 O4' , car, A" est le milieu de [BC].

O ¢étant le centre du cercle circonscrit et 4’ le milieu de [BC], (OA4") est la médiatrice de (BC).
(AH) || (04" et (04" L (BC), d'ou, (4H) L (BC).
La droite issue de 4 et perpendiculaire au c6té opposé (BC) est une hauteur du triangle ABC.
On a de méme (permutation circulaire des points 4, B, C)

BH =2 OB' et CH =2 OC'

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

H est le point d'intersection des trois hauteurs de ABC.

H est l'orthocentre du triangle ABC.

2- G centre de gravité est le point de concours des médianes.
On sait : 5;1+ 5§+ (_?5=6,

dou (GO+ OA4) + (GO+0B) + (GO+0C) = 0.

On obtient: 3GO + OH = 0.

OH =3 0G .

Les points O, H, G sont alignés (droite d'Euler)

Animation GeoGebra

94 page 282
Conjecture :

Il semble que les points M, 1, J sont alignés, et, sur une droite parallele a (4C).
Repére (A, B, D).

Coordonnées des points : A(0; 0) ; B(1;0), D(0; 1) d'ou: BD (_1)

Une équation de (BD)est :x+y—1=0
(Méthode : colinéarité des vecteurs
ou bien
une équation est de la forme ax + by + c=0aveca=1et—b=—1, puis, un des points ....
ou bien

une équation réduite est de la forme y = ax + b et les deux points Bet D ....)

Comme M € (BD) et que l'abscisse de M est m, son ordonnée vaut : y =1 —m.
M(m ; 1 —m) dans le repere (4, B, D).

b) K est le symétrique de C par rapport a M, d'ou : M est le milieu de [KC].
Onadonc:xk=2xu—xcetyk =2ym—yc

Or, AC = AB + AD (car, ABCD estun parallélogramme)

d'ou, C(1; 1).

K2m—-1;-2m+1)

I est un point de la parallele a (4B) (axe des abscisses) passant par K donc son ordonnée est celle de K.
1 est un point de (4D) (axe des ordonnées), donc, son abscisse est 0.

0;-2m+1)

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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IN Chapitre 10 : Vecteurs et droites du plan

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

De méme : J2m —1;0)
7 (2m_1) et TM (m)
2m—1 m

1),ona: IJ =Qm-1) AC et IM =m AC

Comme ZE’ (1

Ce qui prouve la conjecture.

96 page 284
Lecture (réfléchie) de 1'énoncé :

C'est un exercice sur les vecteurs .... je pense " vecteurs " en lisant et en écrivant.
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

énoncé

"jepense a"

ABCD est un parallélogramme

AB = DC ou AD = BC ou AB+AD=AC ou...
(les autres relations équivalentes selon le sommet que
l'on veut privilégier)

BK et BA colinéaires .... les points A, B, K sont
alignés ...
BK et BA sont de sens opposés (K n'est pas sur le
segment [BA])

1
Longueurs : BK = ) BA

AL et AD colinéaires .... les points A, L, D sont
alignés ...
AL AD et sont de méme sens.
Longueurs : AL =3AD

La question :

Les points K, C, L sont-ils alignés ?

Recherche :

Pour répondre a cette question, on cherche a exprimer deux de ces trois vecteurs : XC, KL, CL en
décomposant en somme sur deux vecteurs de base non colinéaires afin de pouvoir comparer les coefficients ...

Choix des vecteurs de base : AB et AD semblent de bons candidats puisque BK et AL sont exprimés en

fonction de ces vecteurs.

Le point A semble aussi étre un point " intéressant " pour décomposer en somme de vecteurs par la relation de

Chasles.

Rédaction :

Deux types de rédaction : Calcul vectoriel et calcul analytique

Calcul vectoriel

Calcul analytique

KC = KB+BC (Relation de Chasles, et la seule
donnée permettant d'étudier K est la donnée :

— 1
BK =— 5

2BA)

Choix d'un repére :
Soit le repere (A, AB, AD)

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Or, KB =-BK = 5 BA =—% AB et BC =

2 2
AD (parallélogramme),

— 1 — .
donc: KC :_5 AB + AD

Coordonnées des points et des vecteurs :

Par définition du repére : B(1 ; 0) et D(0 ; 1)
— |0

0 et AD 1

Comme ABCD est un parallélogramme, AC =

ou encore AB

AB+4D ,dou, AC = (1) ou encore C(1; 1)

1
| x-1==3(-1)
BK =— = BA ménea
2 =-Lxo
yK 2
3
K|=;0
(2’ )
1_2 i
On en déduit : KC 21 =12
1-0 1
—_— 1] — .
(ouencore: KC =—3 AB + AD)
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

KL = KB+BA+AL (Relation de Chasles, et la
_»donneelperiliettant d'étudier K est la donnée : Larelation 4 = 34D ménea AL g . soit
BK =-— = et la donnée permettant d'étudier L
o B4 ctladomneepe L(0;3)
est AL = 3A4D)
1 0_1 =3
On a donc : KL=—§ AB — AB + 34D On en déduit : KL 21 =12
— 3 . . 3-0 3
soit: KL =— -~ AB +3 AD — 3 —
2 (ouencore: K. =—§A +3 AD)
-1 -3
L'observation des coefficients donne immédiatement : KC | 2 |et KL | 2
— 1 —— -
3KC =3(- 4B + AD)= ! 3
-1 -3
_ % 4B +3 4D = KL La relation de colinéarité : 3X(7)—1X 7) =0
montre que les coordonnées sont proportionnelles
Conclusion : Les vecteurs KC et KL sont Conclusion : Les vecteurs KC et KL sont
colinéaires, donc, les points K, C, L sont alignés. colinéaires, donc, les points K, C, L sont alignés.
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

99 page 284
OIAlJ est un carré.

M est un point a l'intérieur du carré.

P et Q sont situés respectivement sur [AJ] et [OJ] distincts des sommets tels que PMQJ est un carré.

N )
. ¢
Y s
% . &
N -
Y
« F A
oy g ~0
Y rl ’_-"'
\\ ' -
o
N + -
w J-" L™
=
LY -’ “.J
" r -
LY e
=
x\ Kl‘_
.,
~r Y
-
L) >
-
- & A
- F %
- ’
Y
G- ‘ M
L ] + . ]
-
- Fl
- Fl \\
-
- o LY
- rl 5
P ; .
Y
g Al
- .
# Y
. n
¢ “
i b
. "

Choix d'un repére: (O; OI,0F)

Soit a I'abscisse de M. a # 0 et a # 1, puisque les sommets ne sont pas atteints.
M a l'intérieur du carré.

0<a<l1l,donc,0<1-a<l.

JP =JQ = a par construction du carré¢ QMPJ,

M, 1-a)  IM (f:;) —(a-1) (_11) (a—1+0)

P(a;1) OP (‘1‘)

QO:1-a) D (:é)
Equations réduites des droites: (IM): y = —x + 1
1
(OP): y= PR (Puisque a # 0)

(AQ):y=ax+1-a
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

. y=—x+1 . _
. x4+ 1= +1—
Intersection (IM) et (AQ): y=ax+1-a soit: —x+1=ax+1—a.
on obtient : x (1 + a) =a. Evidemment, 1 + a # 0, donc, on peut diviser par 1 + a.
Conclusion : le point d'intersection K de (IM) et (AQ) a pour abscisse : Xx = % et pour ordonnée :
_ a_ - —a+l+a 1
YK =7 Tag  l+a  l+a-

Kl 1
I+a l+a

Montrons que K est sur (OP).

: 1 1 1 _
Comme une équation de (OP) est: y = PR et que ” X lfa = 134" le point K est sur (OP).

Conclusion : les droites (OP), (IM) et (AQ) sont concourantes en un point K.

Remarque : On peut faire aussi intersection de (OP) et (IM) :

y:lx .t___+1.“_a |
a  ,soit: —x=-x qui méne dx = T, puis, y = 7 — et,
y=—x+1
. a a+(1-a)1+a) _ d’+1-d 1
en remplacant dans I'équation de (AQ): aX Tra +1-a= n = T = Tva
a a

La démonstration est identique avec des parallélogrammes OIAJ et QMPJ.
Choix d'un repére: (O; 0I,07)

Soit a 'abscisse de M. a # 0 et a # 1, puisque les sommets ne sont pas atteints.
Soit b I'ordonnée de M. b #0 et b # 1, puisque les sommets ne sont pas atteints.

M a l'intérieur du parallélogramme, donc, 0 <a<let0<bh<1
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

M(a, b) M (a—l)
P(a;1) OP (a)

Q;b) A0 ( b‘_ll)

b b

Equations réduites des droites: (IM): y = i o

1
(OP): y= PR
(AQ):y=(0-b)x+5b

Intersection (OP) et (AQ): %x ={1-bx+b

1 1—
on obtient : x(g—(l—b)) = b, soit : x(aTﬂzb) =p

_ ab = 1 y ab _ b
YT ab—a+l VTG ab—a+l ab—a+1"
b
Conclusion : le point d'intersection K de (OP) et (AQ) a pour abscisse : Xz = ﬁ et pour ordonnée :
b b
K ab—a+1
ab b _ ab—ab’+ab—b _ _ (a=1)b b

Comme a—1 % ab—a+1 a—1 (a—1)(ab—a+1) ~ (a—1)(ab—a+1)  ab—a+1"’

les coordonnées de K vérifient une équation de (IM).

Conclusion : les droites (OP), (IM) et (AQ) sont concourantes en un point K.

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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