Chapitre 11- Trigonométrie

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie
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« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »

Jorn Riel in La maison de mes péres

1/22 chap 11.odt 26/05/15




Chapitre 11- Trigonométrie

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

1 page 286

0.24

0.24

0.6+
--El-'ﬁ_"""""'-""""""T S S e 0

0.4+

o

0.1+
. : o : : : 10 ou2m
‘211 -} -09-08-07-08 dﬁ 0.4 03 02 T|_:i,j;-::'-" 001 02 03 04 III!P 06 qé“rgu'_s ,%gr'? 1I‘éxélﬁe§-fﬂo§;ﬁu§f
' e b G
S bR ' : :
-0.31
-0.44
s o 054 .
A 0.5 &
DT 0.7
o’ :
l.~ : 0.8 y
4 :
3 '
2 page 286
Points 1 J I A B C M
. I I 1 I
réels 0 5 T 6 4 3 X
Longueur de
l'arc 0 g g g g
(la plus 2 T 6 4 3 x
courte)
fnesure deC> 0 90 180 30 45 60 130 x
l'angle en T
mesure de 0 % i1 % % % .
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I'angle en
radians
3 page 287
1- My(x;y) image duréel ¢+ (graduation sur le cercle trigonométrique )
M (=x;—y) image du réel Tt + ¢
My(x;~y) image du réel —¢
M(=x;y) image du réel Tt —¢

Or, cos(f) = x et sin(¢) = y.

cos{—¢)=cos(? . \
i S o 4 oo M,

{cos(t+n)=—cos(t> point M, par rapporta M, .

sin (¢+m)=—sin(¢)

[cos(n—t)z—cos(t) point M ; par rapporta M, .

sin (m—¢)=sin (¢)

T
2- M, (y;x) image du réel E_t
cos(%—t):sin(t)
. _ On retrouve les propriétés des angles complémentaires.
sin ——t)—cos(t)
24 page 300
D. C
E. . PN
.-'E}" "-\ LY
N B
D’ C
a) (01,0J) = 5 +2km;keZ, b) (OL,0K) =— 5 +2km;keZ

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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—_— 1 —— T
¢) (OB,OE) = » +2km;keZ, d) (OE',0OL) = 4 +2km;keZ,
— T T
e) (0C,0I) =—73 +2km; ke Z, f) (OC',0D') =—73 +2kn;kEZ,
Quelques calculs,
les points sont repérés par
1 A B C J K F' E’ D' L C'" B'| A’
o, T x| x| & 2% 3x 5t | S5x 31 | 2x x| n a =
6 4 3 2 3 4 6 6 T4 T3 |72 (73 (74|76
Une mesure de .....
Les autres mesures sont obtenus a partir d'une mesure en faisant + 2kt ; k € Z.
— — 1g — — _ —— g
a) (0I,0J) =5 —0=...b) (OL,0K) = ~ 5 —m=...c) (OB,0F) = 7 4=
- T i — T _— — 27 1
d) (OE',0L) =—3 ~(2)=. 9 (oc,or) =0- 73 =.. f) (0oC',0D") =-3 —(3)=-
26 page 301 _
,; 5mia
."f, ,’ir C ‘,-J 'T;'l_; ‘\\
,f{} % Demi — d;f;ite dirigée par\C_'(ﬁx
-‘J, :’J ,”f Demi — droite l:‘I'ir\igee par CB
Dermi 5 rf:mhrrrff:.rqrr par AC o Y
. 2m3 3 & B
Demi — droite divigée par BA _"f E = \‘\
4T/ 3 ,"{ \‘t\
5113 | Do~ droite diriade e AB. 71T
i3 /. N

5\
i
4
A

A —
Demi —droite dirigée par CB £
A

Les autres mesures sont obtenus a partir d'une mesure en faisant + 2kt ; k € Z.

a) (4B, AC) =

b) (CB,C4) =-

T
3

3 (modulo 2)

(modulo 21r) ou 5— (modulo 21)

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

—_— T 5

¢) (4B,CB) =— 3 (modulo 2m) ou Trc (modulo 27r)
— — 2 4

d) (B4,4C) =- Tn (modulo 2r) ou Tn (modulo 27r)

Compléments :
On dit que ABC est un triangle équilatéral direct (on lit ABC en tournant dans le sens direct).

En écrivant ABCAB ... toujours dans le méme ordre, on a I'écriture des angles orientés dans le sens positif
— e . — — Tt
D'ou, ici: (4B, AC) = (BC,BA) = (CA,CB) = 3 (modulo 2mr)

(CB,C4) =~ (C4,CB)
(A4B,CB) = (AB,AC) + (AC,CB) et (AC,CB) = (CA,CB) +m (puisque AC =— CA)
I

[
— — T
(BA,AC) =(~ 4B, AC)= (4B, AC) +m=73 +m=
27page£01
a) (CD,CA4) = 4 (modulo 2T)
20 OR 3n 5m
b) (BC,0B) =— 4~ (modulo 2m) ou —= (modulo 21)

_ — T
¢) (DO, AC) = 5 (modulo 2T)

d) (52! , ZE’) = 1t (modulo 2r)
e) (BA,CD) =0 (modulo 2m)

. R¥i1

f) (OB, AD) = e (modulo 2Tr)

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
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29 page 301

ABCD est un carr¢ direct (on tourne en lisant les sommets ABCD dans le sens direct, on a donc :
(AB, AD) = (BC,BA) = (CD,CB) = (DA,DC) = 5 +2km; ke Z.
ABF est un triangle équilatéral direct, on a donc :

(AB,AF) = (BF,BA) = (FA,FB) = 3 +2km ke Z.

CBE est un triangle équilatéral direct, on a donc :

(CB.CE) = (BE,BC) = (EC.EB) = 3 +2km k€ Z.

1) Comme indiqué dans 1'énoncé du livre s'appuyer sur la lecture graphique pour l'orientation.

Par construction ADF est un triangle isocele de sommet principal A puisque AD = AF (= AB).
Notons « une mesure de I'angle orienté (FD,FA) (= (DA,DF))

—_—

D'aprés la relation de Chasles : (AB, AF) + (AF,AD) = (AB, AD)
— —— — —— —— n
D'ot, une mesure de (AF, AD) est: (AF,AD) = (AB, AD) — (AB, AF) = ¢ .

D'autre part, dans tout triangle, on sait :
la somme des angles d'un triangle est €gale a un angle plat.

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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Dans le cas des angles orientés, on obtient :
(AF,AD) + (FD,FA) + (DA, DF) = . (Attention a toujours tourner dans le méme sens ...)
Comme (FD,FA) = (DA,DF) =, il vient :

T 5m
20(=1T—6=?+2k'|'l';kez.
En divisant par 2, on a deux mesures &« = Sl—g et = 51—;[ + 1T

Sw .
Seule la mesure o = T est acceptable dans cet exercice.

2) Les mémes observations faites dans le triangle BFE donnent :

BFE est isocéle de sommet principal B.
L'angle (BE,BF) a pour mesure principale (BE,BF) = 6 T3 =2

T
Les angles de base ont par conséquent pour mesure 4 (BFE est un triangle rectangle et isocéle).

—— — T
(FB,FE) = 4 .

3) (FD,FE) = (FD,FA) + (FA,FB) + (FB,FE) (Relation de Chasles)
— — S5n T T
(FD,FE) = T3 ta -
Comme I'angle (FD,FE) vaut m, les vecteurs FD et FE sont colinéaires de sens opposés.

Les points D, F, E sont donc alignés dans cet ordre.

32 page 301
1
a)t€ |-m;n], cos(f) =— 5
) ) L 2 2w . ,
On lit sur le cercle trigonométrique : ¢ = =3 ou t=— 3 (bien remarquer que ces deux réels sont dans

l'intervalle |—m;m] .

1 , 2m
sont les réels ——

1 2
2 3

b) Dans IR, les solutions de 1'équation cos(¢) = — 3

+2km k€ Zet— +2km ke Z.

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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33 page 301
Résolution dans R :

V2 1 fig
a)cos(t)=7 Solutions : 4 + 2kt k€ Zet— 4y +2km ke Z.
b) cos () =—1 Solutions : T+ 24 ; A € Z.
c)cos (f)=— % aucune solution

T 2
d)sin(t)zg Solutions : 3 +2km; k€ Zet Tﬂ+2kn;k€Z.

) 1 ) _t Tn
e)sm(t)=—§ Solutions : 6+2k‘|‘l’;k€Zet?+2k‘ﬂ';k€Z.
f) sin(f) =0 Solutions : 0+ kTt ; k € Z.

36 page 302

1) La loi de Descartes appliquée a cette expérience :

Le rayon incident se propage dans l'eau : n; = 1,33 et i; = 25°, le rayon réfracté se propage dans l'air : n, =1,
d'ou, sin i, = 1,33Xsin 25°.
- +Z 1K
i» ~34,20°2a0,01° par exces.

24, 19992431

2) L'angle de réfraction vaut 90°, lorsque i, = 90° et sin i, = 1 et le sinus vaut au maximum 1

1 Ein"lﬁlfl.ES}

D'ou, sin i; =

133 i = 48,75° 48, FEI4EEET

Sii; >i., le rayon est réfléchi.

38 page 302
a) Résoudre cos (¢ + % ) =cos 2t

t+%=2t—|—k><21‘r

Cette équation est équivalente au systeme {ou keZ

t+%=—2t—|—k><21‘r

chacune des équations du systeme est une équation du premier degré d'inconnue ¢.

t=%+kx2n
Apres réduction, on obtient le systéme {OU 5 keZ
I bl
t= D + kX 3

En donnant trois valeurs consécutives a k, on a :

. Ju
sik=0,t=— 12 »

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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. Tn
sik=1,t= E
. I5x Sn
sik=2,t= T = T

Représentation des images des solutions sur le cercle trigonométrique.

Les points 4, B, C, D représentent les solutions.

T
Les mesures principales des solutions sont: — — ;= 72 ; 4 5 75

b) Résoudre cos ¢ = sin 2¢

. ) -
Comme pour tout « réel, on a: sin & = cos (7_0() ’
A b 14 . \ _I_l_
cette équation est équivalente a: cos ¢ = cos (E_Zt) ,

= % —21+kX2T
Cette équation est équivalente au systéme {ou ke”Z

t=—(%—2t)+k><2n

chacune des équations du systéme est une équation du premier degré d'inconnue t.

T 2T
t=—+kX—
6 3

Apres réduction, on obtient le systéme {ou keZ
TT
t=—+kXx2
5 TT

En donnant trois valeurs consécutives a k£, on a :

. I
sik=0,1= ¢

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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. 5w
sik=1,t= ?
. On 3n
sik=2,t= ? = 7

Représentation des images des solutions sur le cercle trigonométrique.

Les points 4, B, C, D représentent les solutions.

T T X
Les mesures principales des solutions sont: — 5 ; ¢ 5 5 ; 5

c¢) Résoudre cos (2 — % )=cos (¢t + % )

21— =+ T kx2
476 T
Cette ¢quation est équivalente au systeme {ou ke”Z

LIS P
2t—z— (z+6)+k><2n

chacune des équations du systéme est une équation du premier degré d'inconnue t.

St
t==—+kX2
12 "
Apres réduction, on obtient le systéeme {ou ke”Z
T 2T
t=—+k X~
36 3
En donnant trois valeurs consécutives a k, on a :
. T
sik=0,t= 36
- _ 25m
sik=1,t= 36

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »

Jorn Riel in La maison de mes péres
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. 497
sik=2,t= Y

Représentation des images des solutions sur le cercle trigonométrique.

Les points 4, B, C, D représentent les solutions.

d)cost=sint

. 1 -r‘-
On sait que pour tout ¢ € IR, sin # = cos (3 f) )
I'équation cos ¢ = sin ¢ est équivalente a: cos ¢ = cos (%—f ) ,

t=%—t+kx2m
2
Cette équation est équivalente au systéme {ou ke”Z

t:—(%—t)+k><2n

chacune des équations du systéme est une équation du premier degré d'inconnue t.

t=%+kXﬂ
Apres réduction, on obtient le systeme ou keZ

aucune solution

39 page 302
Résoudre

a)2sin*t—3sint+1=0

tte ¢ ti t équivalent. te : X =sint
cette équation est équivalente au systéme : |, 12 4
1
L'équation du second degré 2X* —3X + 1 = 0 a pour solutions : ) etl. (A=9-8=1,..)

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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X =sint
. 142 _ : — 4 . \
On adonc : 2 sin* — 3 sint+ 1 = 0 équivaut a X:% ou X=1
o . 1 .
Il reste a résoudre sin ¢ = 5 ou sint=1
. 1, . . 14 S5n
sint = > équivautat= ¢ +2kmt k€ Zout= ?+2lm;k€Z
. . I
sin¢=1¢équivautar= 5 +2km; ke Z.
. T T Sm
Les solutions appartenant a -1t ; 1] sont : 6 > 2 > %
b)a) 2 cost—3 /3 cost+3=0
X =cost

cette équation est équivalente au systéme : —
d d y 2X2-33X+3=0

L'équation du second degré 2X2 —3 /3 X+ 3 =0 a pour solutions : g et V3. (A=27-24=3,.)

X =cost

g ouXZ\B

On a donc : 2 cos? — 3 /3 cos ¢+ 3 =0 équivaut a Y=

< 3 5
Il reste a résoudre cos ¢ = > oucost= +3

B, .= fid
cost= > equivautar= g +2kn k€ Zout=- ¢ +2kn;ke”Z

cos t= /3 n'a aucune solution puisque 3 > 1

n T
Les solutions appartenant a |-t ;] sont: ¢ ;- ¢

40 page 302
I)x€ [0;m]etcosx=0,8

a) Construction (Le point d'abscisse 0,8 sur le cercle trigonométrique dans le premier quadrant est associé a )
b) b) sin*x =1 - cos?x=1-0,64 = 0,36

Comme « € [0 ; 1], sin ®x > 0, d'ou, sin x = 0,6

¢) « ~ 0,64 rad a 102 prés par défaut —
2) Six € |-t ; 0], le point associ¢ a « est dans le quatriéme quadrant. I . B4 30H1 1E|EE=I
Le sinus est alors négatif.

sin « =-0,6 et « ~ —0,64 rad a 10°? prés par exces.

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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0.9 |

og

0.7 |

0&

05

0n sait cos{a)=0,8. na
Si a<s[0;m], alors le point A estl'image de .

0.1

o cosia)
. 4 T
.07 .0& 05 04 .03 02 01 |O 01 02 02 04 05 06 07 [0 08

44 page 302
a=sin L
7
C B . .
Sin T) =-a (sin(—x) = —sinx)
sin Tﬁ =—acar 8775 = % + Tt et (sin(x + 17) = —sinx)

! .
=2 etcos ( 5 -x)=sinx.

7T T
COS —— =acar —
2 14

=3

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »

Jorn Riel in La maison de mes péres
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45 page 302
s _\/5+1 5 _
. cos |2 |= S Vs+1| _ 16-5-25-1 _ 10-245
1) On sait que 5 4 ,dou, sin> 5 =1- =
2 .2 4 16 16
cos’(x )+ sin’(x)=1
T . .t
Comme 0 < 5 < 5 ,onsaitquesin 5 >0.
i —= ——
sin & = \/10 245 _ V10245
16 4
2 Sin(_ﬂ) _ A10-245
5 4 ’
4 n 4 v10-2+5
comme ar =T~ 5 ,sin hE. IO—M
5 5 4
c T 3w . 3m V5+ 1
omme 5 — 3 1o > Sin 79 ~cos 1
46 page 302
T, T 5
a) b) Comme Z"'g = %,ona:
cos St cos%Xcos%—siansinE _ Qxﬁ_ﬁxl _ M
12 2 2 2 2 4
et sin 2% — sinZxcos L+sin Ex cos T QXQ_FQXL _ V2(V3+1)
12 2 2 2 2 4
xSt _ 1l o) _ 3T 2(V3-1)
Comme BB o -ona sin o | ~cos 4
x| . Sa_ 2(1+/3)
et COS( 12 ) B T M
48 page 302

T T
a)b) 2><§ = 4 etcos 4 =

e bR
or, C08°, = 2cos”

1 o cos?® A2 1 2+l
4 8 1 ,d'ou, €08 g = (7+1)X5 = 4
14 14 T 1 N
Comme(0< ¢ < 5 ,cos g >0,cos g @
T e
et, COSZ =1_ 2Sln T

.27 —
<  doy, sin’§ = 1=¥2

N

chap_11.odt

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
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r T )
Comme 0< g < 5 ,sin g >0,sin

V(1-v2)

2

LY
8

51 page 302
T 4 . L
1)cos (t— 4 )=costXcos 4 +sintXsin 4

V2

= 7cost+ %sint

= % (cos ¢+ sin f)

. Y . Y i
sin (f— 4 )=sintXcos 4 —costXsin 4
V2

= —sint— —2c0st
2 2

= 72 (sin ¢ —cos )

2) soit (1) 'équation : cos ¢+ sin t= /2
2

cos ¢+sint= V2 équivaut Q(cosﬁrsint):l (En effet : 1 = =)
q ) 2 >

cos ¢+ sin t= /2 équivaut & cos (£ — % )=1

Comme cos 0 =1

On en déduit : cos £ +sin 1= /2 équivaut a t — % =0+2km; ke Z ,soit:t= %+2lm;k€ Z
L'ensemble des solutions de (1) est :

Fay=A{ %+2lm;ke Z}

soit (2) I'équation : cos f —sin = /2

V2
2

cos t—sin t= 2 équivaut a % (cost—sint)=1 (En effet :

)

Sl-

_ 1
cos t —sin t= /2 équivaut a sin ( — 4)=-1
'L
2 ) =-1
. . — . 1 I . I
On en déduit : cos t—sin = /2 équivaut & 7 — 4 =— o t2kmikeZ ,soit:it=— 4 +2%km;ke”Z

L'ensemble des solutions de (2) est :
T
l(/)(z): {- Z+2k‘l‘(;k€ Z}

Comme sin

90 page 306
ABC triangle équilatéral direct. / est le milieu de [BC].
— — 2
On cherche I'ensemble & des points M du plan tels que (7 M, AB) =— Trc + 2kt ke Z.

Les vecteurs sont nécessairement non nuls, d'ou, M # 1.

A. Expérimentation

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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Chapitre 11- Trigonométrie

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

¢ semble étre la demi-droite ]/C) (issue de I exclu et passant par C. )
B. Démonstration
1) Evaluons l'angle (IC, AB)

[ étant le milieu de [BC], IC et BC sont colinéaires de méme sens.

N n
ABC étant équilatéral direct, 'angle (BC, BA) = 3 + 2k ; k € Z par construction.

(1_5 ZE) (BC AB) (21r) vecteurs colinéaires et de méme sens
(I1C,4B) = (BC,—BA) = (BC, BA) +m (2m) (propriété des angles orientés)
—_ - 14 4n 4n 2m
(IC,AB) = 3= - QM Or, == —2m=- ==
Puisqu'une mesure de (IC, AB) =— Trc , le point C est un point de &.
—_— — 2
2)M e Esietseulementsi (1M, AB) =— X e ; k€ Z. (définition de &)

3

. . —= — — 2 — —
M e Esietseulementsi (7M,AB) — (IC,AB)=— Tn — (IC, AB) + 2kwt ; k € Z. (on ne change pas une
¢galité en ajoutant un m”“me nombre aux deux membres).

Or, (IM,4B) — (IC,4B) = (IM,A4B) + (AB,IC) = (IM,IC)+2kr;k€ Z (Relation de Chasles)

etcomme (IC,AB) =- 23—n,ona: 23—75 — (IC,4B) =0
Finalement :

M € & sietseulement si (1M ,1C) =0+ 2kt ; k€ Z.

Conclusion :

Les vecteurs M et JC sontnon nuls, colinéaires et de méme sens.
M € ]IC)

M € & si et seulement si M € ]IC)

Comprendre le n° 90 :

Vous avez appris a résoudre des équations dans I'ensemble des réels ..., nous allons donc faire un parall¢le entre
deux énoncés qui utilisent la méme démarche ...

Avec des nombres Avec des points

ABC est un triangle équilatéral direct et / le
milieu de [BC]

Soit un réel x > 0. Chercher I'ensemble & de points M vérifiant la

Enoncé : Chercher I'ensemble & de nombres x vérifiant )
srer . 3 2 _ srero, — — _ TE .
la propriété : x° —x* +4 = 4x propriété : (I M, AB) =— 3 + 2kt ;
ke Z.
Résolution On cherche un ensemble de nombres réels On cherche un ensemble de points ne

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »

Jorn Riel in La maison de mes péres
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Chapitre 11- Trigonométrie

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Avec des nombres

Avec des points

strictement positifs

contenant pas /.

1) une Montrer que le réel 1 appartient a &

Montrer que le point C appartient a &

solution

ey Comme 1° — 12+4=4X1,
particuliere

1 vérifie la propriété : x* — x>+ 4 = 4x

Voir la démonstration du 1/B/ du n° 90

Montrer l'équivalence :
x ESéquivaut a (X’ —x*+4)—(I° —1? +4)

Montrer l'équivalence :

—_— —

M € &équivauta (1M, AB) — (IC, AB) =

une .a’ufre _ | Sens réciproque :
Propriété qui | (3 _ 24+ 4)_ (1> — 12 +4)=4x — 4 donc

_ Iuiest (P —x>+4)— (4)=4x—4
eq-ulvalente soit 1 (x* —x2+ 4) = 4x
mais que I'on onen déduit: x € §

sait résoudre) | Conclusion :
x € & équivauta (x’ —x2+4) —(1° — 12 +4)

=4x—4 0 [2m]
Sens direct :
— — 2n

2) Les autres Me &done (IM,AB) =— 5 [2m]

solutions Sens direct : . 25
(on remplace x € & donc (x* — x>+ 4) =4x or, (IC, 4B)=~ = 2l
lzg;::g:l:;e o or, EilSd_' 1+ ‘:1); 4x1 On en déduit par différence :

h g n en déduit par différence : T AB) — (IC AB =012
énonce par (X3—X2+4)—(13 _ 12 +4):4x_4 (IM,AB) (1C,AB> [ 'IT]

Sens r_éc»’iptzgue: .
(IM,AB) — (IC,AB)=0[2m] donc
(IM,AB) = (IC, AB) [27]

— — 2
Comme (IC,4B)=- 5~ [2r],

_— 2
(T3, 4B) =- 5~ [27]
onendéduit: M€ §

(=1 — (2 — 1) — 4(x— 1) = 0
Or, X - 1)=@x-Dx2+x+1)

3) @=1)=x-Dx+1)
Détermination d'ou :
de & @-1)-@*-1)-4(x-1)=0
équivaut a
x-Dx*+x+1-x-1+4)=0,
soit :

(x—1)(2—4)=0

=4x -4
Conclusion :
M e 6 équivauta (IM,AB) — (IC,AB)=0
[21]
Conclure Conclure
-2+ -1 —1> +4)=4x -4
équivaut a (1M, 4B) - (IC, 4B)=0[2]

équivaut a

—_— —

(1M, 4B) + (4B,1C) = 0 [2m]
équivaut a
(1M ,1C) = 0[2n]
équivaut a

IM et IC sontnon nuls, et, colinéaires de

méme sens.
x-Dx-=2)(x+2)=0
x=1oux=2oux=-2(exclu)
Conclusion E=1{1;2} ¢=110)
93 page 306

ABCD est un carré .(On pose son coté de longueur a).
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Chapitre 11- Trigonométrie

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

M€ [AB] et N € [AD] avec AM = AN. (Il n'y a pas d'autres données)
1) CMN est un triangle équilatéral si et seulement si CM = CN = MN.
On pose AM =x (x = 0) la longueur a déterminer.

D'aprés le théoréme de Pythagore :

MN? =x*+x>=2x*

CN*=CM?=(a —x)*+ a*=x>—2ax + 2a*

Onrésout : 2x2=x2>—2ax+2a*>aveca = 0etx = 0.

Cette équation se ramene a : x> + 2ax —2a*> =0 (Second degré ... voir les méthodes de résolution)
Une méthode : soit: (x +a*>)—3a*=0
xX+ta=-— \/gaou xXt+ta= \/ga

Comme x + a = 0, seule la deuxieme équation est valide :
Conclusion : x=—a+ J3a= a( V3 - 1)

En ce cas : MN> = CN* = CM* =2a> (//3—1)
MN=CN=CM=a 2 (V3 - 1)

2)Onadonc: AN=a(3 —1),DN=a—-a(V3 —1)=a(2- v3),DC=aetCN=a J2 (V3 -1)=
a(\/6—\/§)

=
AMN est un triangle rectangle isocele de sommet 4, d'ou, ANM = 4

___=n
CMN est un triangle équilatéral d'ou : MNC = 3

5n

. T o=
A, N, D sont alignés dans cet ordre, dou, CND =T — 3 — 4 = T

sx_ @

J— _— =
NCD et CND sont complémentaires, d'ou: NCD = 5 — o~ 12

@& ND -
tan 12 = E =2- \/3
cos =D S — 1 = 16412 = 16+42 (C'est aussi sin 5—n)
127N a(V6—2)  Je-2  6-2 4 12
cos S _ DN _ a(2—\/§j = (2-43)(V6+2) = V62 (C'est aussi sin l)
12 CN  a(V6—v2) 4 4 12
Complément :
1 _
tan SR A =2+ 3

12 ND 2-3

98 page 307
Le plan est muni d'un repére orthonormal direct (O; O4,0J)

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Les points 4, B, C, D, E sont situés dans le sens direct, dans cet ordre et régulierement sur le cercle
trigonométrique de longueur 21t :

N A N N

2n
on a donc : AB =BC =CD = DE =EA = ~ [2m]

Or, par définition de la mesure de I'angle orienté, on sait qu'une mesure en radians de I'angle au centre orienté
est une mesure de l'arc orienté défini sur le cercle trigonométrique.

Conclusion :
— — 21 — — 4n — — 6w — — 8w
(04,0B) = < [2m, (04,0C) = < [2m, (04,0D) = = [2m], (04,0E) = < [2ml.
2 2 4 4 6 6
2/ Les coordonnées de A(1 ; 0), de B(cos Tn ; sin ?n), de C(cos Tx ; sin ?n), de D(cos ?n ; sin ?n),
&t . 8m
de E(cos 5 sin T)'

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

27 4dn 6m 81

. 1 . COS T . COS ? . COS ? . COS ?

Onadone: 04 (0) > OB . 2x |’ oc . 4m oD . 61 OF . 8x
Sin — sSin —— Sin — sin —

5 5 5 5

Comme 7V = OA+ OB+ OC+ OD+ OE , on obtient :

27 47 61 81
1+ cos—+ cos—+ cos—+ cos—
% 5 5 5 5

.27 . 4m . 6m . 8m
sin —+ sin —+ sin —+ sin —
5 5 5 5

3/ Méthode " géométrie classique "

Soit le vecteur O4' = OB + OE

Le quadrilatére OBA'E est par conséquent un parallélogramme.

Comme deux co6tés consécutifs [OB] et [OE] sont de méme longueur ce quadrilatére est un losange.
La diagonale [OA4'] est donc portée par la médiatrice de la diagonale [BE].

D'autre part, OB = OF et AB = AE. La droite (OA) contenant deux points équidistants de B et E est la médiatrice
de [BE].

Conclusion : Les droites (0OA4") et (OA) sont confondues.
Les vecteurs O4' = OB+ OE et OA sont donc colinéaires.

Conséquence, il existe un réel k tel que OB+ OE =k OA

Soit OD' = OC+ OD .

Pour les mémes raisons que précédemment, le quadrilatére OCD'D est un losange, d'ou, a diagonale [OD'] est
donc portée par la médiatrice de la diagonale [CD].

D'autre part, OC = OD et AC = AD. La droite (OA) contenant deux points équidistants de C et D est la
médiatrice de [CD].

Conclusion : Les droites (OD") et (OA) sont confondues.
Les vecteurs OD' = OC+ OD et OA sont donc colinéaires.

Conséquence, il existe un réel k' tel que OC+ OD =k’ OA

Finalement: V = OA4 +k O4 +k' 04 =(1+k+k) OA.
V est colinéaire a 5;1

Méthode : géométrie analytique

C 3n _5 2 . 8n . 2m ) 8w _ 2n
omme —= =2T— —— ,sin 7~ =—sin —~ etcos - = oS -
C 67 _» 4 . 6m . 4m ; 6m 4n
omme —= =2T— = ,s8in = =—sin = etcos - =cos -

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »

Jorn Riel in La maison de mes péres
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

27 47
— — [2xcosZZ —  — |2Xcos—%
dot, 0B+ 0F |27 5 | et 0T+ 0D |2X%75

0 0

Comme OA ((1)) , les trois vecteurs OA , OB+ OE et OC+ OD sont colinéaires.

Onadonc: V estcolinéairea 04 .

4) On admet, la colinéarité de V etde OB -

Comme (04 et OB sont deux vecteurs non colinéaires, le seul vecteur colinéaire a tous les vecteurs est le
vecteur nul.

d'ot, ¥V = OA+ OB+ OC+ OD+ OE = 0

(On peut écrire V = x0A = y573 par colinéarité avec OA et OB.
OA et OB ne sont pas colinéaires.

Si on suppose x (ou y) non nul, on obtient : 04 = %

OB, donc, OA4 et OB sont colinéaires, d'ou, la
contradiction.

Pour ne pas avoir de contradiction, il faut : x =y = 0)

= 1+ 2cosz—n+ 2cosﬂ = =

b) Comme d'apres le 3/, les coordonnées de V' sont 5 5 |etque V =0,o0na:

0
27 4n
+ — + — =
1 +2cos 5 2 cos 5 0
. . 47 T
5a) On sait : cos(2a) =2 cos?a— 1, d'ou, COS? =2 cos? 5 - 1
L el o 2n 27 .
Dans I'égalité du 4b), il vient alors : 1 + 2 cos 5 +2(2 cos? 5 - 1)=0, soit :

2 2
4 cos? Tn +2 cos Tn -1=0

2n . . . . :
Le réel cos 5 est donc bien une solution de I'équation du second degré : 4 x> +2x—1=0

b) Le solutions de cette équation sont :
A=22-4X4X(-1)=20=4X5 B
D'ou les solutions : x; = ~b-VA _ —2-2V5 _ —1-45
! 2a 2x4 4
2m

T 2m
Or,0< 5 < 5 ,d'ou, 0< cos ?<1

La solution négative n'est pas acceptable.

_ ~b+JA _ —2+2V5 _ —1+4/5

2a 2X4 4

et x,

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

. 21 — 1+ \/g
Conclusion : cos =5 = —

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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