1S Chapitre 6: comportement des suites

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie
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(série harmonique )

I |-

) 1
La hauteur de I’empilement de 7 cubes est: 7, =1+ 0 +...+

A- Au tableur :

1 | Nombre de cubes hauteur du cube hauteur de M'empileme
2 | 1 1 1
3 | 2 0.5 15
4| 3 0,3333333333 18333333333
5 | 4 0,25 20833333333
6 | B 0.2 22833333333
7 | ] 0, 1666666667 245
8 | 7 0,1428571425 2 5928571429
9 | & 0,125 27178571429
10 ) 01111111111 2 828568254
11 | 10 01 2 526965254
a2 | 11 0, 0905050909 30198773449
13 | 12 0,0833333333 3,1032106782
14 | 13 0,0765230769 31801337551
15 | 14 0,0714285714 3,2515623266
16 | 15 0,0666666667 33182289932
A7 | 16 0,0625 3 30607289932
18 | 17 0,0588235294 34355525226
19 | 18 0,0555558556 34951080782
20 | 15 0,0526315789 35477386571
i 20 0,05 35977356571
22 | 21 0,0476150476 36453587045
23 | 22 0,0454545455 3,6908132502
24 23 0,0434782609 3,7342515111
25 | 24 00416666667 3, 77H9581775
26 | 25 0,04 38168581775
27 26 00334615385 3,8544157162
28 | 27 0037037037 3,8914567533
29 | 28 0,0357142857 3,8927171039
30 25 0,034452 7586 39616637976
31 30 0,0333333333 3,9945371309
31 0,0322580645 40272451954
33 | 32 0,03125 40554551954
34 33 0.0:303030303 40857982257

On peut atteindre 4 m, 8 m, 11 m, 13 m .... mais c'est de plus en plus difficile .....
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B- Un algorithme

1
h, =h + —
1) n+l n + n+1

2) Variables : n nombre de cubes, h n la hauteur de la pile, 4 la hauteur voulue
Initialisation : n=0,h n=0
Demander la hauteur voulue : 4
Tant que h_n <4 faire :
remplacerh nparh n+ 1/(n+ 1) (relation de récurrence)
remplacer n parn+ 1 (compteur)

Fin Tant que

Afficher n.
w VARIABLES L8 B Alc_“:. rithme lancet¥* LR F!.lc_ll:l rithme lancér*
_n EST DU TYPE NOMERE Entrer h : 4 Shtrer e as
- - 31 =
_h_n EST_DU_TYPE NOMERE
—h EST_DU_TYPE NOMBRE kxkplgorithme termingtxx

w DEBUT_ALGORITHME

—n PREND_LA VALEUR 0

_h_n PREND_LA VALEUR 0
__LIRE h

w TANT_QUE (h_n<h) FAIRE
DEBUT_TANT QUE

h_n PREND_LA VALEUR h_n+1/(n+1)
n PREND_LA VALEUR n+1
FIN_TANT QUE
__AFFICHER n
__FIN_ALGORITHME

s Fromet L
: B=+H
: B+H
shhile H:<L
sH+1-CH+1 2+H
s H+1+H

: Enidd

IED15P H

Algorithme lance*x*
rer h : 15

Algorithme interrompu ligne 12 : dépassement de la capacité autorisée pour les boucles**x

C- A la main
Le nombre d'itérations dépasse la capacité des machines usuelles ....

Alors, faisons marcher notre téte qui ne manque pas de capacité.

D= N =

| —
M=

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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h—1+l+l+l+l+l+l+l
s 2 3 4 5 6 7 8
1 1 1 1
h, —h, = -+ = — > —
-3ty 37 %
1 1 1 1 1
1 = Z,donc,lasomme §+Z >2><Z,
it: h h >l
soit: ny, — n, = >
h h—l+l+l+lCh des 4 t t supéri ‘ld h h>4><l
g — My = 5 6 7 8 . acun aes €rmes €St supericur a 8 ,daoneC, rg — rny = 8
. 1
SOlt:hg—h4> E
h hy estl des 8 t dl‘l—P 9<n <16 LA
16 — rtg €St la somme des ermese9a16.0ur In s ,ona.9/ I/l/ 16
1 ) 1
Onadonc: hy — hy > SXE,smt:hm—hg > 3.

) 1
Comme hy, — h, =(hy — hg)+(hy — hy)+ (h, — h,) et que chaque différence est supérieure a 5, on
1

obtient : A — hy, = 3><§.

1 1
hy,—h = — + — + + — +14a2n,i —m+DH=-1D=
2n n n+1 n+2 D) ,den 1a2n, llya(2n (l’l 1) 1) n termes
Pour tout & tel F1<k<2 RN P
our tout & tel que n Sk<2nona: —=>r>o—.
L , 1 1
h,,—h, est donc une somme de n termes tous supérieurs ou égaux a PR donc : h,,—h, > nx 5=
1
hy,—h, > <.
2n n 2

n

= 2x2"" pourn = 1.

1
Onadonc: hy—h, > 5 pourn > 1.

Remarquons que 2

Comme A, — hy =(hy — hy )+ (hy — hy)+ .+ (hy — hy) et que chaque différence est supérieure a
1
5

1
le nombre de puissances de 2a 2""' estn — 1, onobtient : /1, — 7, = (n—1)X 5

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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1 1 n
hy, = (n- =+ = it: hy >
) (n—1)Xx > + > + 1, soit: £, > +1

On est donc certain de pouvoir dépasser la tour Eiffel, .... puisqu'on peut toujours trouver n de fagon

n

a dépasser 3

+ 1 qui tend vers +oo quand # tend vers +oo.
Remarque :

.26 oy
Pour dépasser 14, c'est-a-dire —= + 1, on a en indice : 2% =67 108 864.

Ce que dit le calcul précédent, il est certain que 7, > 14, mais, on ne sait pas depuis quel indice, on a dépassé
14.

16 page 167
1) 2) 3) réalisé avec sinequanon

=

=

La fonction + est strictement croissante sur [0 ; +oo[, d'ou,

comme, pour tout n€IN, n <n+1,0ona: Vn < Vn+l.

Conclusion : pour tout n€IN, u, <u,.;. CQFD

19 page 168
a) (0,8"),-, estune suite géométrique de raison 0,8 et de premier terme 1.

Comme les termes sont positifs et que 0 < 0,8 < 1, la suite géométrique est strictement décroissante.
b) (1,2"),s, estune suite géométrique de raison 1,2 et de premier terme 1.
Comme les termes sont positifs et que 1 < 1,2, la suite géométrique est strictement croissante.

¢) (2"),-, estune suite géométrique de raison 2 et de premier terme 1.

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
421 chap_6.0dt 27/05/15




1S Chapitre 6: comportement des suites

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Comme les termes sont positifs et que 1 <2, la suite géométrique est strictement croissante.

! . : . 1 .
d) (=) = ((—) ) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme 1.
n=0 n=0

Comme les termes sont positifs et que 0 < 3 < 1, la suite géométrique est strictement décroissante.

Autre méthode : 1a suite (3"),., estune suite géométrique de raison 3 et de premier terme 1.

Comme les termes sont positifs et que 1 < 3, la suite géométrique est strictement croissante.

L'inverse d'une fonction f'strictement positive a des variations inverses de celles de f.

D'ou, (y) est une suite strictement décroissante.
n=0

23 page 168
a)up=0etpourtoutn = 0, s, =u, +2n+3

On a donc : Pour tout n€IN, v, — u, =2n + 3
Comme n = 0,2n+3>0. Unit —Un > 0
La suite (u,) est strictement croissante.
byur=3etn =1, up=u,—n+1

Onadonc: Pourtoutn = 1, u,y—u,=—n+1
Commen=1,-n+1<0. Unit — U <0

La suite (u,) est strictement décroissante.

24 page 168

u,=2 N
u, =u —3n+6 pour tout n€IN.
Du=2,u;=2-3xX0+6=8, u,=8-3X1+6=11,u3=11-3X2+6=11,u4=11-3%X3+6=28,
us=8-3x4+6=2.

2) On évalue w1 —u,=-3n+6

Or, —3n + 6 <0 si et seulement si n > 2

La suite (u,) est strictement décroissante a partir du rang 2.

25 page 168
u,=1
a=2u,—
On pose pour n = 0, vn—S Up.
l)uo—l,ul——3,u2:—11,u3 27,

vw=5-1=4,v=5-(3)=8 v=5-(-11)=16,vs=5-(-27)=32, ...
2) Objectif :

(u,) est définie par 5 pour tout n€lN.

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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d'apres le calcul des premiers termes, on cherche a exprimer v,; en fonction de v, (en espérant trouver 2v,)

pour tout n€IN, on a :
Varl =5 — Upss par définition de la suite (v,).

Vi1 =5 — Qu, —5) par définition de la suite (v,).

Vo1 =10=2u,  Or, u, =5 —v, par définition de la suite (v,).

Onadonc: v, ; =10-2(5 —v,) =2v,.

3) la suite (v,) est donc une suite géométrique de premier terme v, = 4 et de raison 2,
d'ou, pour tout n€N, v, = 4x2" = 2"

etu,=5- 2"

4) comme v, > 0 et 2 > 1, la suite géométrique (v,) est strictement croissante,

donc, son opposé (—v,) est une suite strictement décroissante.

En ajoutant 5, la variation ne change pas.

Conclusion : la suite (u,) est strictement décroissante.

26 page 168

n’+ 1
U, = - pour tout n € IN°
2n

1) Premiére méthode :
(n+ 1)2+ 1 '+ 1 nz(n2+ 2n+2)—(n+ 1)2(n2+ 1) n'+2n’+ 20’ —n'—2n"—2n"—2n—1
Upr) — Up = 2 2 = 2 2 = 2 2
2(n+1) 2n 2n°(n+ 1) 2n°(n+ 1)
_—2n-1
- 2n’(n+ 1)

Puisque n > 0, —2n — 1 <0 et par conséquent, (u,) est strictement décroissante.
Deuxiéme méthode :

1 X+ 1
On pose pour x > 0, f(x) = ) X 3
X

fest une fonction rationnelle définie et dérivable sur ]0 ; +oo[.

L1 2xxx’=2x(¥P+1) 1 =2 1
f(x)_i (x2)2 ) X R

X

) 1 1 . 1 -2 1
(On a aussi : f(x) = 5(1+ ?),d'ou,f’(x)z 5(0+ ?):_ ;)

Puisque x > 0, /' (x) <0 et par conséquent, f est une fonction décroissante sur ]0 ; +oo[
La suite (u,) définie par u, = f(n) est donc décroissante.

2) Il s'agit de comparer u, et 1.
Comme n = 1, on peut procéder par équivalences :

2
+1 . N
n2 > < 1équivautan®*+1 < 2n? (car 2n*>0)
n

équivauta 1 < n?

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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Comme n > 1, cette derniére inégalité est vraie d'ou, < 1 est vraie.

Autre méthode :

On étudie le signe de la différence :
n'+1 n+1=2n"  —n'+1
> — 1= 2 - 2

2n 2n 2n
Comme 21> > 0, le signe est celui de 1 — 2.
Or,n = 1,dou, n* = 1, etpar suite : 1 —n* < 0.

n+ 1 n’+ 1
Conclusion : > —1<0,soit: — <1
n 2n

29 page 168

n

1 a)Pourne N, u, = 2—2
n

u1=2—l=2,u2=2—z=1,u3=2—z=§,u4=2—z —25 32
1 2 3 9 4
b) D'aprées ces valeurs, la suite n'est pas monotone.
2 a)n*—2n—1 = 0 est une inéquation du second degré.
Une méthode : n>—2n—1=(n—1p2-2,dou, (n—1>—2>0lorsquen—1> V2 oun—1<- 42

Comme 7 est un entier supérieur ou égala 1, ona:n > 1+ V2, soit:n >3

Autre méthode : A=8,d'oun, = 2_2—\@ =1—- 2 et m= 2+2—\/§ =1+ 42
Le polyndme est du signe de 1 coefficient de n? a I’extérieur des racines .... (Voir résultat au-dessus)
2! 2" 2"’ =2"%x(n+ 1) 2"(2n’—n’—2n—1)
b) Soitn = 3, u,; — u, = - = = =
) Soit et — U <n+ 1)2 n2 nz(n+ 1)2 n2<n+ 1)2

2"(n’=2n—1)

un+ - un = T 5, v

! n’(n+ 1)

Comme n > 3, les nombres 2", n? et (n + 1)? sont strictement positifs,
d'ou, le signe de u,; — u, est celui de n*> —2n — 1

D'aprées I'¢tude précédente : n> —2n — 1 dés que n = 3.

La suite (u,)n>3 est donc une suite croissante.

3 a) On cherche un entier n, tel que %, > 10>

Remarque : 1l suffit de trouver un entier .... il n'est pas nécessaire de trouver le plus petit de ces entiers.
On peut chercher un ordre de grandeur en remarquant que 2'° > 10°, d'ou, (2'°)" > (10%)"

Soit: 2'% > 10* | d'autre part : 27 > 102, d'ou, 2' > 10

Comme on divise par # 2, on peut commencer le tableau a partir de 170 environ ...

La calculatrice donne en entrant la fonction f'(x) = %

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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Tout entier supérieur ou égal a 182 convient.
b) Soit ny tel que u,, = 10%

Comme n, = 3 et (u,) croissante, on a :

Sin = ngalors u, = U,

33 page 170 Evolution d'une population
L'année 2010 + n, la population de truites par hectare est notée 7, .

En 2010, on estime le nombre de truites a 200 truites par hectare . On a donc 7', = 200.
1 a) Le nombre de truites diminue de 20 % chaque année, donc : 7,,;, =0,8 T, pourn = 0
b) (T,) est donc une suite géométrique de premier terme T, =200 et de raison 0,8.
T, =200x(0,8)" .
¢) Les truites auront disparues totalement de la riviére lorsque 7, <1.
(Remarque : puisque 0 < 0,8 < 1, la suite géométrique (T,) est strictement décroissante.
On n'aura jamais 7, =0 mais T, tend vers 0 quand »n tend vers +o0).

Le tableur donne : n =24, T,, <1< T,.

|

=L EL
T - - T N
o = I ]
mm=Jm=J=Jm

En 2034, les truites auront disparues.
2) On introduit chaque année 200 truites et on suppose qu'il n'y a pas de pertes.
a) D'aprés le 1a),onadonc: T,,, =0,8 T, +200.

b) La nouvelle donnée méne a l'observation suivante :

F'1r-:-1t5|. r-Etz Flok: " LT
CeBE. Buce—104+ | B | B9
2oe" G |
_ uEnrglnbE{EEIEl} zg EEEEE
SIAC = .
wtaMini= El- gog x4
L= =31

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
8/21 chap_6.0dt 27/05/15




1S Chapitre 6: comportement des suites

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

La population de truites croit en se stabilisant aux alentours de 1 000 individus.
¢) On pose pour tout n€N, u, = T, — 1000
Upe1 = T,e1 - 1000 (par définition de (u,))
= 0,87, +200— 1000 par définition de (7,) .
= 0,87, —800 Or, T, =u,+ 1000
d'ou, u,+; = 0,8(u, + 1000) — 800 = 0,8u,.
On en déduit que (u,) est une suite géométrique de premier terme uy, = 200 — 1000 = —-800 et de raison 0,8.
d) On a alors : u, = —800x0,8"
e)puis I, = —800x0,8" + 1000

Comme 0 < 0,8 < 1, la suite géométrique (0,8)" est strictement décroissante, d'ou, (—800%0,8") est
strictement croissante.

Finalement : La suite (T n) est strictement croissante.

D'autre part, comme —1 < 0,8 < 1, la suite géométrique (0,8") converge vers 0, donc, la suite (T n) converge
vers 1000.

40 page 170
1) Le d¢ est bien équilibré.

On lance le dé une seule fois :
Soit I'événement S : " obtenir un 6 "

alors S est I'événement " ne pas obtenir un 6 "
1

5
¢ P = ¢

On sait : P(S) +P(S) =1, ici : P(S) = <
On lance le dé n fois :
Soit I'événement A : " obtenir aucun 6 en » lancers "

L'événement contraire A de A est " obtenir au moins une fois un 6 en » lancers "

On a donc : P(A) + P(A) =1 On note : ¢, = P(A) et p, = P(A)

p o ) 5
A chaque lancer, la probabilité de " ne pas obtenir un 6 " est i

Imaginer un arbre ou apparaissent les »n lancers.

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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1 —
\ .--"""'-_ ]
gﬂng 6j —— E
H__,,....--"" i]
(faire 6)
\"“""--. E
1 . —~ &
5 (ne pas faire 6) — 5
n
\ 1
6 (faire 6) — 5
__,..-r"'"""' G
(ne pas faire 6)
-h““""‘--. E
b H"""h._ 1 '-_—'___,_,--' aen
o - 6
réalisé avec Sine Qua Non {HEPE‘S-ﬁIFE 6-'i —_— E
b -‘-‘-—-—"‘-‘--._,

n fois
" ne jamais faire 6 " A = (m ﬁ)

En faisant le produit a chaque étape, on a : g, = (%) ,soit: p,=1-— (i)

_ 51 SV (5] 5, 5)"
2)pn+1—pn—(1—(6) )—(1—(6)) (6) (1—6) X(G)

La différence étant positive, la suite (p,) est croissante.

O\|>—~

Plus on lance le d¢, plus il est probable d'obtenir au moins une fois le 6. z i :;'I i
L |
Autre méthode :
n Hrix
. 5 E_ Ei77E
Soit u, = 6] E £ogic
b 651
. , L . 5 =4
(u,) est une suite géométrique de raison — .

6

5 . . . L
Comme 0 < 5 <1, on sait que (u,) est une suite strictement décroissante,
donc, son oppos€ —(u,) est une suite strictement croissante, et, en ajoutant 1, on obtient : (p,) estune suite

strictement croissante
3a) b).

La calculatrice donne : no =4

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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Comme la suite (p,) est croissante, si n = 4 alors p, = pa.
Comme p, = 0,5, alors p, = 0,5 lorsque n > 4.

" LI I
4) La probabilité est supérieure a 0,6 dés que n = 6 E_ EEEE E EEEEz
La probabilité est supérieure a 0,8 dés que n = 9 ﬂ EEEE 1; EEE%%
1z .BE7AY ?E ‘aycny
La probabilité est supérieure a 0,9 des que n > 13 K A0E%H AEy9z
s o \ \ 1y Jgzzil iR ‘mEzhY
La probabilité est supérieure a 0,95 dés que n = 17 = —r

43 page 170 par quel chemin
1) Il semble que les demi-cercles se confondent avec le segment [AB] de longueur 8.

Cette " intuition " est fausse.
2) L= 4Tl',

4
L,=2X 5“’24“',

4
Ly = 22X?1T:4Tl’

Plus généralement , a 1'étape n, on a construit 2" demi-cercles (a chaque étape on double le nombre de demi-

4
cercles) ayant chacun un rayon de Y (a chaque étape on divise par 2 le rayon précédent).

L, = znxinn=41'r.
2

3) Lasuite (L,) est une suite constante qui converge vers 4.

47 page 171
1) D'apres la copie d'écran, la suite (u,) est la suite définie par uo =1 et u,; = 2u,.

Ona:uy=1,puis : u; = 2xu, , de facon générale : u,.; = f(u,) avec f (x) = 2x.
2) (u.) est par conséquent la suite géométrique de premier terme u, = 1 et de raison 2.

Pour tout n€IN, u, = 2"

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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3) La suite est croissante et tend vers +oo (suite divergente vers +o).
4) On évalue : u,e; —u, =2""-2"=2"2-1)=2"
Comme pour tout n€IN, 2" > 0, la suite (u,) est strictement croissante.
Autre méthode :
u

. . .. , n+1
Comme tous les termes de la suite sont strictement positifs, on évalue ——

n

n+ 1
n+1 2
. o T2
n 2

u +1 . . .
Comme —— > 1 et u, > 0, la suite (u,) est strictement croissante.

(Ou on applique le cours : Comme 2 > 1 et uy > 0, la suite géométrique de raison 2 est croissante)
5a)2'"=1024 et 10° = 1 000. Par conséquent : 2'° > 10°
b) Comme la fonction carré est strictement croissante sur les positifs, on obtient : (2'°)* > (10°),
soit : 22> 10°
Comme la suite est croissante : si n > 20 alors 2" > 10°
10 = (10°)x10° Comme 2’ =128,0ona: (2%)x2’ > 10”
Sin>67alors 2" > 10%
10" = (10°)*, onadonc: 2*° > 10"
En prenant z > 400, on est certain d'avoir : 2" > 10'.

Remarque : On montre ainsi que on peut toujours trouver un entier 7, a partir duquel la puissance de 2 est
supérieure a tout réel aussi grand que 1'on veut.

Ce qui prouve que 2" tend vers +oo.

71 page 174
f@= pxesen) | "
x)= = x+3et(u,
2 un+ 1 = f ( un)
1) (u,) est une suite définie par récurrence.
On représente f'dans un repére orthonormal et on détermine les points M, de coordonnées (u,; u,+1)

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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Conjecture : la suite (u,) semble croissante et converger vers 6.

2) Résolution de I'équation f'(x) = x
1 1
Soit : 7 X +3=xe §x=3 =x=6
f(x) =x a pour unique solution le réel x = 6.
d'équation y = x.)
3) v, = u, — 6 pour tout n€IN.
1 1
a)vn+1=un+]_6= Eun+3_6= Eun—3

1 1
Vsl = 5(u,,—6) = 3V

(Le point A(6 ; 6) est le point d'intersection de Cret A

. 1
(On peut factoriser ) )

Par conséquent : (v,) est une suite géométrique de premier terme vy = uo— 6 =—11 et de raison 5

1 1y
b) On a alors : v, = vpX (5) =(-11)x (5)
etu,=v,+6= (—11)x % +6

C) Uy =ty = (=11)% (%)M +6—((-11)x (

n

n 1 n 1 11 1 n 1 n+1
2) +6)=—11x (E) (5 -1)= TX(E) (=11X (E) )

11 )
Comme — X 5 > 0, on obtient : pour tout n€IN, wu,,; —u, >0

2
La suite (u,) est strictement croissante.

74 page 174 A force d'ajouter
La suite (u,) est définie par u, = Z %
k=1

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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1
I)MIZF—I,

1 1
uz—F ?=1,25,

1 1 1
U = F+?+? ~ 1,36,

1 1 1 1
u4—F+§+?+Eml,42.

2) Comme u,+; = u, + > >0, la suite (u,) est strictement croissante.

1 . 1
e
(n+1)? 7 (n+1)
(Bien remarquer cette relation de récurrence, c'est celle qui permettra de programmer la calculatrice a la
derniére question)

1 1 1

SR 0T~ % T =Dk

Or, 0 < k- 1 <k, donc, en multipliant par k strictement positif, on a:
1
0<(k—Dk<k Comme la fonction inverse est strictement décroissante sur 0;+co[, on a: m
1

s

Conclusion:

1 1 1

e
Autre méthode :

e 1 11 (k=1)—k>+ k(k—1) —1
On pose la différence : e (ﬁ—;) = (k1) = k=1
1 1 1
Comme, k = 2, cette différence est strictement négative, d'ou, P < —1 % (1)

Cette relation (1) est vraie pour tout entier supérieur ou égal a 2.
On va donc I'écrire pour k=2, puis k=3, ...,

b) On peut faire la somme d'inégalités de méme sens et on garde I'inégalité.

Les termes de u, | comparer a

1 < 1
1 1 1
1 1 1

k=3 ) < 5 - g
3 En faisant la somme,

< les termes s'annulent
2a2
1 1 1
k=n-1 (n—1) = n—2  n—1

1 1 1

k=n n = n—1 n

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Les termes de u, comparer a

On fait la somme des 1
. U, < 2— —
n lignes n

) 1
Conclusion: u, <2 — ; .

1
¢) Comme o >0, la suite (u,) est majorée par 2.

(On est certain que le terme u, ne dépassera jamais la valeur 2).
Elle ne peut pas tendre vers +co.

2
d) On admet que la suite (u,) converge vers le réel / = 1%

2

: %-}E
e) u, > 1,6 a partir de 22 =1 A
. > 1,64 a partir de 203 s InFut. "S".5
t = 1O A PATL €e _ tilhile LS
u,=1 D E+1+E
Petit programme a la TI: Se souvenir que _ 1 s L+] <2l
prog q un+l—un+(n+1)2 : Efcd
:0isFe KN
Instructions Commentaires
| 5K Initialisation des mémoires.
| >U K est un compteur (indice du terme de la suite)
U contient les termes de la suite
INPUT"S ", S Permet d'entrer la borne supérieure demandée (ici: 1,6, puis 1,64)
WHILE U <S " TANT QUE " la valeur de U ne dépasse pas la borne supérieure S, la
K+1-K boucle indiquée par les instructions suivantes se déroule.
1 Le compteur est incrémenté de 1 et le terme suivant dans U est obtenu en
U+ —5 —K . . , s
K ajoutant l'inverse du carré de l'indice.
END La fin du " TANT QUE " est indiquée par " END "
DISP K Affiche I'indice lorsque la boucle est terminée
Avec le menu " SUITE " Flotd TME Flots L% 7
nMin=1 1.5A43
SR Bucn=12+1.1 1.E878
nmin =1 S 1.z909
uE:-'.-r:']in}E{l} R
u(n)=u(n-1)+1/n? AL =
u(nmin) = 1 ul';nlzl11r13'= Lo
SLa= Lipd=1. 6HBL 3595
DéfTble Début table: 1
Pas: 1

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Afficher la table .... (compter une minute pour arriver a 203)

75 page 175 A force d'ajouter

la suite (u,) est définie par Z

n+l

1

k=1

1 -l 1
1 n+l = - = - t+ T
)t ;Zf k ;(Z:‘f\/k Vn+l

Comme Tntl > 0, la suite (u,) est strictement croissante.
n

2 a) Soitk = 1.

7k pour tout n = 1.

Rappel : (Vk+1—Vk)(Vk+1+Vk) =k+1—-k=1.

— — 1
Dou, Vk+1 — vk = Thele vk

D'autre part, la fonction V est strictement croissante sur [0+ oo,

(égalité 1)

d'ou, comme 1 <k<k+1,ona:1< vk < Vk+1,

soit : en ajoutant vk aux deux membres de l'inégalité : 2k < E

La fonction inverse étant strictement décroissante sur ]0 ; +oof,

1

1
on obtient : > \/% >

Vk+1+

1 - _
En multipliant par 2, il vient : Tr >2(Vk+1 — Vk)

b) On peut faire la somme d'inégalités de méme sens et on garde I'inégalité.

(réels strictement positifs)

1 - _
A 1ies > _
T puis, d'apres I'égalité 1 du rappel, N\ Vi+1 — Vk

Les termes de u,

comparer a

n lignes

1 _
— — > —
k=1 Nl 2(V2-V1)
1 _
k=2 7 > 2(V3-+2)
1
k=3 vl > 2(V4-+3)
En faisant la somme,
> les termes s'annulent
1 2a2
k=n-1 1 > 2(Vn—+n-1)
1
= —_— > A/ —
On fait la somme des ", S 2 Jntl— \/T)

Onadonc:u,> 2(Vn+1—1)

3) Soit un réel positif M.

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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1l suffit d'avoir 2(Vn+1—1) > M pour assurer que u, > M.

. — M .
Or, 2(vVn+1—1) >M équivauta vVn+1 > 5 * 1 (termes positifs)
La fonction carré est strictement croissante sur [0 ; +oo[, d(ou,

2
il suffit de prendre n + 1 > (%+ 1) pour que l'inégalité soit vraie.

2 2 2
(%H) = - ML don> T M

2
Posons : 1, le premier entier supérieur a e + M. Ainsi, 4, = M.

Comme (u,) est strictement croissante, on obtient :
Pour tout réel M positif, il existe un entier 7, tel que n = n, implique u, = %, > M
La suite (u,) tend vers +oo.

76 page 175
Au ler janvier 2010, on a : V, =20 et Ry =40, ou, V, et R, représentent respectivement les populations citadine
et rurale (en millions d'habitants) en 2010 + n.

On suppose que la population totale est constante sur la période étudiée.

1) Chaque année, 20% des ruraux émigrent a la ville et 10 % des citadins émigrent a la campagne.
Soit : I'année 2010 + n, les effectifs respectifs sont : V, et R,
L'année suivante 2010 + (n + 1), les effectifs respectifs sont : Vi et Ry :
Les citadins ont perdus 10 % de V, (il reste donc 0,9V, de population citadine)
et gagnés 20 % de R, (on ajoute donc 0,2R, provenant de la population rurale), d'ou, V,+; = 0,9V, + 0,2R,
Quant aux ruraux, ils ont gagné 10% de V, et perdus 20% R, , d'ou, R, = 0,1V, + 0,8R,
V,..=09V +02R,
R,.,=0,1V +0,8R,
2) Soit : pour tout n€IN, S, =V, + R,
a) La suite (5,) est constante car elle représente 1'ensemble de la population année par année, et, cette population
est stable (60 millions) d'aprés I'énoncé.
(Les échanges ont lieu entre les deux sous-groupes sans apport extérieur et sans perte)

b) D'apres le 1/, on a : Spii = Vs + Ryt =(0,9V, + 0,2R,) +(0,1V, + 0,8R,) =V, + R, =S,

La suite est donc constante puisque pour tout #€IN, la population a I 'année n est égale a celle de 1'année
suivante.

Comme en I'année 2010, on a : So = 60, il vient : Pour tout n€IN, S, = 60

¢) On en déduit: S, =V, + R, =60, soit: V,=60 - R, et R, =60—-V,
En substituant dans les relations trouvées au 1/, on obtient :
V. .,=09V +02(60—V, )=0,7V +12
R.,=0,1(60—R )+ 08R, =0,7R + 6

3) Pour n€lN, on pose W, = V,—40

a) pour tout n€IN, W, = V., —40=(0,7V, + 12) —40=0,7V,— 28 = 0,7(V,— 40) = 0,7W,
(W, ) est donc une suite géométrique de premier terme W, = 20 — 40 = —-20 et de raison 0,7.
D'ou : Pour tout n€N, W, =-20x (0,7)"

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

b) Comme V,=W, +40,0na:V,=-20x (0,7)" +40
et Ry= 60—V, =60 (20X (0,7)" +40)=20+20% (0,7’

¢) On applique le cours sur les suites géométriques

Comme 0<0,7 <1, lasuite (0,7") est décroissante (et converge vers 0)

D'ou : (20X (0,7)") est croissante (et converge vers 0), (en multipliant par un réel négatif, ....)
puis : (20X (0,7)" + 40) est croissante (et converge vers 40),

la suite (V,) est croissante.

et aussi : (20X (0,7)") est décroissante (et converge vers 0),
puis : (20 + 20X (0,7)") est décroissante (et converge vers 20),
la suite (R,) est décroissante.

Ou bien : on cherche le signe de la différence : Voo — Vo= (20X (0,7)""" +40)—(-20x (0,7)" +40)
=20X 0,7"(-0,7+1)=6X% 0,7"
Cette différence étant positive, la suite (V,) est croissante.

Pour la suite (Ry) , on a : Ry — Ry = (20X (0,7)™" +20) - (20X (0,7)" +20)
=20x 0,7"(0,7-1)=-6Xx 0,7"
Cette différence étant négative, la suite (V,) est croissante.

4) On peut entrer dans un tableur les deux fonctions et déterminer 1'année » par lecture des valeurs.
Onlit: V, = R,désquen =2,

V,=>39désquen =9

etR, <22desquen =7

Flokl Flokz Flokz 5 o m . >
<M B4BE-20%8, YR ch =y = 0L =0 g
~NMeBZ2e+28+E, 7Rl h 0.2 ¢3.8 E =14 | z6.B6
= . e | EEEE iy ZE1088 | Zu.B0z

_ - . E 26,6309 | 22,261
My = E ¥6.629 | £3.361 L3 Bur | 53305
Ne= B 7847 | 22353 h 38253 | 21,647
ME= == 1] z0.847 | 21453
Ada= W=7

On peut aussi faire : V, > R, dés que V,, = 30, soit : —20x (0,7)" +40 > 30

1
On résout : 0,7" < 5

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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) 1
Vi = 39, soit : —20X (0,7)" +40 =39 etonrésout: 0,7" < =~

20
. 1
R, < 22,s0it: 20 +20X (0,7)" <22etonrésout: 0,7" < 0
7
\\
X =07 n
\ VA D)
\*‘
N
\
VAR 2 s
N
N
¥
\*\
1N
=01 =
= =
Y993 N
Bl -f]o 1 [ 2 4 5 |1 x

Sur cette représentation de la suite (0,7"), on retrouve les résultats précédents.

77 page 175 le triangle de Sierpinski  (Une longueur infinie dans une surface limitée )
Le triangle initial est un triangle équilatéral de c6té 3 cm.

Son périmetre vaut : 3X3 =9 cm.

v L
Son aire vaut : 3X > X 2 - T4 o
On construit a I'étape 1, le triangle en blanc des milieux

(se souvenir de Thales).

et a I'étape 2, on répete dans chacun des trois triangles
noirs la construction d'un triangle blanc :

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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Partie 4 :

1) u, étant le nombre de triangles a I'étape 1, ona: u; =1

) . . 3 9 .. e
p1 étant le périmétre du triangle équilatéral T, ,ona : p; =3X 5 = yem (le segment joignant les milieux

de deux cdtés d'un triangle a pour longueur la moitié du troisiéme co6té (qui lui est parallele)).
30301 93
= —— cm

X =X —X =

a, étant l'aire du triangle équilatéral T, ,ona: a; = 5% 5 > > T

2)et3)etd):

Etude de la suite (u,)
U =3X uy En construisant le triangle T, , on a partagé le triangle initial en quatre parties, et, on
construit les trois triangles T, dans les trois parties noires restantes.

En construisant un des triangles T , on partage a nouveau chaque partie noire en 4, et, on construit trois
triangles T; dans les trois parties noires suivantes.

Uz = 3% U

Soit T, un des triangles a I'étape n.

Pour chaque triangle T,, on partage a nouveau chaque partie noire en 4, et, on construit trois triangles T,:; dans
les trois parties noires suivantes.

Ainsi u,+; = 3X u,

(u,) est donc une suite géométrique de premier terme u; = 1 et de raison 3, d'ou, u, = 1X3™' = 3",

Etude de la suite (p,,)

La longueur du c6té d'un triangle équilatéral T, est la moitié de la longueur d'un c6té du triangle T, (droite des

milieux ...)

1
Onadonc:p, = 5P

. . 1
Pour la méme raison, p,:; = 3 P

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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. o : 9 ) 1
La suite (p,) est donc une suite géométrique de premier terme p; = 5 et de raison 5

TR U B U
On obtient : p, = ) X (5) =9X R
Etude de la suite (a,)
La longueur du c6té d'un triangle équilatéral T, est la moiti¢ de la longueur d'un c6té du triangle T, (droite des

milieux).

L'aire est donc divisée par 4, d'ou, a, = 74
Pour la méme raison, a,+; = 1 a,.

. PN . 9v3 ) 1
La suite (a,) est donc une suite géométrique de premier terme a; = 16 et de raison 1

"~ n—1 1
On obtient : a, = %X (%) =93 X TR

Partie B : un tracé bien long.
P, est la somme des périmetres de tous les triangles T,.
On a donc u, triangles T, de périmétre p,.
9 n
P,=u,Xp,= 3" X > 3% 3— =3X (1,5)" (encm)
Comme 1 m = 100 cm, on cherche le plus petit entier n tel que 3% (1,5)" > 100
On trouve n =9

et 1 km =100 000 cm, on cherche le plus petit entier n tel que 3X (1,5)" = 100 000
On trouve n =26

Partie C : Vers le blanc
S, est la somme des aires de tous les triangles blancs obtenus jusqu'a 1'étape n.

- : . — . 1 3
1) La limite de S, semble étre l'aire du triangle initial, soit : A4 =3X 3X ? X 3= 94ﬁ cm?
2) a) A I'étape n, on a construit u, triangles d'aire an, d'ot, la somme des aires de ces triangles est :
. 3 n+1 . |
= X | = = X "
Yo V3 (4) V3% 0,75
b) S, est donc la somme de n termes consécutifs d'une suite géométrique de premier terme S; = a; et de raison
0,75.

u X a,= 3""' X 93 x

1-0,75" 93 93

n=a; X —2— =4X —= X (1 - "= == X(1 - "

Simar X 075 6 <1707 (_ 0.75")
95

¢) On cherche le plus petit entier n tel que S, = 100 X —92{3

93 95 _ 9V3 . :

_— _ > —— Z ' - n <

1 X(1-0,75") 100 X 7 S et seulement si 0,75 0,05

On trouve n =11

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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