Classe: TESspé DS6 Mardi 19 mai 2015

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Derniers conseils avant I'épreuve :
Un devoir de mathématiques n'est pas une liste de résultats, mais, une composition argumentée ....
- Ecrivez un texte introductif (une matrice isolée, un graphe seul, une relation arrivée d'on ne sait ou ... sont a bannir).

- Ecrivez les liens logiques apres vous étes assurés qu'il y avait bien ce lien logique. (Les " donc ", les " car " qui relient
des notions indépendantes sans lien de " cause " et " conséquence " montrent que vous ne savez pas de quoi vous parlez
... c'est inquiétant!)

- Quand vous utilisez une notion étudiée en classe, nommez-la ; quand vous utilisez un théoréme, une propriété
démontrée en classe, rappelez cette propriété ... (Exemples dans ce devoir : le déterminant de ... a I'exercice 2,

0<0,5 <1 pour justifier la limite au B/ de l'exercice 1/)

- Respectez les notations de 1'énoncé : une majuscule n'est pas une minuscule ....
un indice s'écrit " en indice "
un exposant s'écrit " en exposant "

Cela suppose que vous pensez a ce que vous écrivez ... c'est-a-dire :

P, " on pense : I'état probabiliste la n-iéme journée "

D, "onpense : la probabilité de pratiquer du ski la n-iéme journée ", et,

D,+1 : " onpense : la probabilité de pratiquer du ski la journée suivante" ...

On ne confond pas 1'état probabiliste et la probabilité de pratiquer du ski.

Une étude est réalisée chaque hiver sur une population composée de personnes qui peuvent pratiquer le ski de piste ou
le snowboard.

L'étude révéle que :

» Si une personne pratique le ski de piste, alors la probabilité qu'elle pratique le snowboard I'hiver suivant est égale a
0,2.

* Si une personne pratique le snowboard, alors la probabilité qu'elle pratique le ski de piste I'hiver suivant est égale a
0,3.

On note S l'état : la personne " pratique le ski de piste " et S 'état : " la personne pratique le snowboard ",
On note également pour tout entier naturel n :
* p, la probabilité qu'une personne pratique le ski de piste lors du n-iéme hiver ;

* g, la probabilité qu'une personne pratique le snowboard lors du n-iéme hiver;

e P, = ( P, qn) la matrice ligne donnant l'état probabiliste du systeme lors du n-ieme hiver.

On suppose que la population initiale ne comporte que des personnes pratiquant le ski de piste, on a donc :
Py = (1 0)

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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Partie A

1. Représenter la situation a l'aide d'un graphe probabiliste de sommets S et S.
D'apres le texte :
Si une personne pratique le ski de piste, alors la probabilité qu'elle pratique le snowboard I'hiver suivant est égale
40,2,ona: PgS) =02, dou: Ps(S) =1-02=0,8.
Si une personne pratique le snowboard, alors la probabilité qu'elle pratique le ski de piste 'hiver suivant est égale
403,0ona: Ps(S) =03, dou Ps(S] =1-03=0,7.
Ce qui méne au graphe suivant :

2. a) Donner la matrice de transition M de ce graphe probabiliste.
On cherche une matrice M de format 2x2, telle que P,,, = P, XM |

Comme

Pn+l = (pn+1 qn+1) et Pn = (pn qn) et pn+l:0’8xpn+o’3an et qn+1:O’2xpn+O’7anaona:
10,8 0,2

M= 0,3 0,7

b) Calculer M 2.
_ (08 02} (0,8 o,z) _ (0,8><0,8+0,2><0,3 0,8><0,2+O,2><0,7) _ (0,7 0,3 )
0,3 0,7 0,3 0,7 0,3%0,8+0,3x0,3 0,3%X0,2+0,7x0,7 0,45 0,55
c¢) Déterminer 1'état probabiliste P,.

M2

P, = P XM = P xM” = (1 0)x (0’7 0’3)

0,45 0,55
= [1x0,7+0x0,45 1x0,3+0x0,55) = (0,7 0,3)
3. Montrer que pour tout entier naturel n, on a p,,,=0,5 p,+0,3.
Comme
Pn+l = (pn+1 qn+l) et Pn = (pn qn)
On sait: p,,,;=0,8Xp,+0,3Xq, et, puisque ¢, =1— P, , onadonc,
Py = 0.8Xp,+03%(1—p,) = 0,5p,+0,3
Commentaires

Cette relation de récurrence est celle qui permet de faire la boucle " Pour Jallantde 1 a N "
En effet, elle signifie : connaissant la valeur de p a la date #, je calcule la valeur de p a la date n+1 de la fagon suivante :
je prends p , je le multiplie par 0,5, j'ajoute 0,3, j'obtiens la nouvelle valeur de p.

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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4. On considere l'algorithme suivant :

Variables :

@ J et N sont des entiers naturels
® p est un nombre réel

Entrée :

® Saisir N

Initialisation :
@ p prend la valeur 1

Traitement :

® Pour J allantde 1 a N

® p prend la valeur ............
) Fin Pour

Sortie :

Afficher p

Recopier et compléter la ligne ® de cet algorithme afin d'obtenir la probabilité p .
® p prend la valeur 0,5Xp + 0,3

Partie B
On consideére, pour tout entier naturel n, I'événement S, : " la personne pratique le ski de piste lors du n-iéme
hiver " . La probabilité de I'événement S, est notée p!S,,).

On a donc p,=plS,).
On sait d'aprés la partie A que pour tout entier naturel n, p,,,=0,5p, 40,3,
Soit la suite (Mn) définie pour tout entier naturel n par u,=p,—0,6.

1. Démontrer que la suite (u,) est une suite géométrique de raison 0,5 et préciser la valeur de u.
On cherche u,.; en fonction de u,.
Par définition de la suite (1) : ;= P,e1 — 0,6
Par définition de la suite (p,) : p,., = 0,5p,+0,3 , d'ou,
u = 0,5p,+0,3-0,6 = 0,5p,—0,3
En factorisant 0,5, il vient : u,+; = O,S(Pn —0,6) =0,5u,

(On peut aussi faire : Comme #,=p,—0,6,ona: p, =u,+0,6.
d'ot: u,, = 0,5p,—03 = 0,5(u,+0,6)—0,3 =0,5u,).

La suite (u,) est une suite géométrique de raison g = 0,5,

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
Jorn Riel in La maison de mes péres
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et de premier terme uy= Py —0,6=1-0,6=104.

2. En déduire l'expression de u, en fonction de n puis l'expression de p, en fonction de n.
La suite (u,) étant une suite géométrique de raison 0,5 et de premier terme uy , il vient :
Pour tout entier n€IN,

= u,Xq" = 0,4x(0,5)" . puis, P, =u,+0,6= 0,4x(0,5)" +0,6

3. Déterminer la limite de la suite (p,) et interpréter le résultat.
Comme la raison 0,5 est telle que —1 < 0,5 < 1, la suite géométrique de raison 0,5 converge vers 0, et, par somme,
la suite ( p,,) converge vers 0,6.
Le nombre p, estla probabilité qu'une personne pratique le ski lors du n-iéme hiver.
Comme cette probabilité tend vers 0,6, le nombre de personnes pratiquant du ski de piste tend a se rapprocher de

60% .
L'état stable est P= (0,6 0,4).
Commentaires :
Il est faux et contradictoire de dire qu'on ne peut pas dépasser 60 % .... !!!! (au départ, ona : 100 % ...)
Partie C

Une partie du domaine skiable est représentée par le graphe ci-dessous.

Le sommet A représente le haut des pistes de ski et le sommet [ en représente le bas.
Les sommets B, C, D, E, F, G et H représentent des points de passages.

Chacune des arétes est pondérée par la distance, en centaine de métres, entre deux sommets.

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
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Déterminer, a l'aide de l'algorithme de Dijkstra, la distance minimale permettant de relier le sommet A au sommet 1.

A B C D E F G H I On retient:
0 0 o0 0 0 0 0 0 0 A
7(A) 16 (A) o0 21 (A) o0 o0 o0 00 B
F+=3-8B) F+=-B)
16 (A) 25 (B) 21 (A) 15 (B) o0 o0 o0 F
15+ 8¢F)
16 (A) 25 (B) 20 (F) o0 22 (F) o0 C
+6+-12(C6)
25 (B) 20 (F) o0 22 (F) o0 E
25 (B) o0 522 (F)E ) 38 (E) H
246 22-4-10-Hh
25 (B) 35 (H) 38 (E) D
30 (D) 38 (E) G
I 37 (G) I

Le plus court trajet de A a I a une longueur qui vaut 37 (centaines de meétres), c'est le trajet:

A-B-D-G-1I

Exercice 2

1) Soit la matrice M = (13 ?) . Justifier que la matrice M est inversible.

(On reprend dans le tableau en « remontant »: pour arriver a I, le sommet précédent était G, avant
G, on arrivait de D, .... (surlignés en jaune))

dét(M) = 3x1-5x1 =-2
Le déterminant de M étant différent de 0, la matrice M est inversible.
Remarque : (non demandée)

M=

3
2) Soit A la droite d'équation y = ax + b passant par A(1 ; 2) et B(E;l) .

a) Montrer que a et b sont solutions du systeme (2): [

1

dét(M)

!

-5\ _ (-05
3 0,5

Puisque A€ A,ona:2= aX1+b

puisque B€ A,ona: 1=

par conséquent, a et b sont solutions du systeme (X): [

5

2,5
~1,5

3a+5b=
a+b=2

X3
422 4h , soit: 5=3a + 5b,

5

3a+5b=5
a+b=2
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Remarque :
On demande de dire comment les données menent au systéme ...

On part donc des données : A et B sont des points de A, et, on prouve que ces données aménent un systéme
d'équations a deux inconnues ...

b) Justifier que le systeme (3) équivaut a l'équation matricielle MX = N ou X = (Z) et N = (;) et déterminer a et b.

35
11

Remarque :

3a+5b
at+b

a

b

5

% 2

, donc I'équation MX=Nou N = ( ) est équivalente a (%),

on demande de montrer que le calcul matriciel et le systéme donne les mémes équations ...

~2,545

Comme M est inversible, on en déduit: X= A/ 'x N = (_0’5 2.5 ) X (5) = ( 25 3

0,5 -1,5 2

(25
-0,5

Une équation de A est: y=2,5x— 0,5

« Le savoir n'est jamais inutile. Seulement il se trouve qu'il faut apprendre un tas de choses inutiles avant de comprendre les choses utiles »
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