Classe: Tesspé chapitre 3 : graphes pondérés et probabilistes

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie
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0,3

a) b) | L
0.8 N
OuUl: Oul:

Somme des poids des arétes issues de A : 0+ 1 =1 Somme des poids des arétes issues de A : 0,7+ 0,3 =1

Somme des poids des arétes issues de B: 0+ 1 =1 Somme des poids des arétes issues de B : 0,2+ 0,8 = 1

1
Non : Somme des poids des arétes issues de B : 0,5 OUI
somme des poids des arétes issues de A : 0,65+ 0,35 =1
Somme des poids des arétes issues de B : 1
15 page 79
11
a)M = i 6 Non, la somme des coefficients de chaque ligne n'est pas égale a 1
= 0
2

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

]
b)M = Z ; Oui, la somme des coefficients de chaque ligne est égale a 1
77
_ 10,4 0,5 . : ' . X
M= 0.6 0.5 Non, la somme des coefficients de chaque ligne n'est pas égale a 1
dyM= 002 0.8 Oui, la somme des coefficients de chaque ligne est ¢gale a 1
31 page 80
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Rappel : un mot est une liste de lettres commencant par B et finissant par S associée a une chaine du graphe ci-
dessus.

Le mot le plus court est BLS.

Ce graphe orienté et étiqueté comporte 6 sommets. (Voir a la question 3, I'écriture de la matrice d'adjacence)

1) BACCALETS est un mot reconnu par le graphe.
BLEUS n'est pas reconnu.
(Quelques remarques : si le mot contient " E ", et est reconnu par le graphe, il contiendra " ET ".

de méme, si ce mot contient " R ", il contiendra " RU ")

2) Le graphe reconnait-il tous les mots commengant par BAC ?
Non, par exemple, BACHELIER n'est pas reconnu ....

Rappel :

11 suffit de trouver un mot commengant par " BAC " et non reconnu par ce graphe pour prouver que ce graphe
ne reconnait pas tous les mots commengant par BAC

3) Soit M la matrice d'adjacence (on ordonne les 6 sommets en gardant le sommet vert en premier et le sommet
rouge en dernier).

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire a
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01 0 0 0 O
021 000
100 0 1 1 1 . 5 _
M= 00100 0 La matrice M
0O 01 000
0O 0 0 0 0O

Le coefficient a l'intersection de la ligne 1 et de la colonne 6 est: a,5 =6

On a bien 6 mots de longueur 5 reconnus par ce graphe :

BACLS BAALS BCCLS BCALS BLETS BLRUS
Remarque : en calculant A/ oM, MY

aucun mot de longueur 2 (évident)

un seul mot de longueur 3 : BLS,

deux mots de longueur 4 : BALS et BCLS

44 page 81

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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DeAaG

Nom des sommets

Le départ est affecté de
0, les autres de 0.

les sommets adjacents a
A ... A est traité.
On prend B...

90 (A)

290 (A)

175 (A)

150 (A)

... de poids minimal.
Sommets adjacents a B.
B est traité.

On prend E ...

275 (B)

175 (A)

150 (A)

... de poids minimal.
Sommets adjacents a E.
E est traité.

On prend D ...

275 (B)

175 (A)

285 (E)

... de poids minimal.
Sommets adjacents a D.
D est traité.

On prend C ...

275 (B)

280 (D)

4/13
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... de poids minimal.

Sommets adjacents a C. 535
C est traité. 280/(D) (B)
Onprend F ...
... de poids minimal.
. . 510
Sommets adjacents a F. (F)

F est traité.

Tous les sommets sont traités ...
La chaine la plus courte a pour poids 510,
c'est la chaine A-D-F-G

47 page 81

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Nom des sommets A B C D

Le départ est affecté de
0, les autres de co.

les sommets adjacents a
A ... A est traité.
On prend C...

2(A) 1 (A) ©

... de poids minimal.
Sommets adjacents a C.
C est traité.

On prend B ...

2(A) 5(C)

4(©O)

6 (C)

... de poids minimal.
Sommets adjacents a B.
B est traité.

On prend D ...

3 (B)

4(©O)

6 (C)

... de poids minimal.
Sommets adjacents a D.
D est traité.

On prend E ...

4(C)

6 (C)

8 (D)

... de poids minimal.
Sommets adjacents a E.
E est traité.
Onprend F ...

5 (E)

8 (D)

... de poids minimal.
Sommets adjacents a F.
F est traité.

7 (F)

Tous les sommets sont traités ...
La chaine la plus courte a pour poids 7,
c'est la chaine A-C-E-F-G

TPI page 86 Moteur de recherche sur le Web

A- Un modéle réduit du Web

1) On considere le graphe orienté H suivant, décrivant les liens hypertextes entre quatre pages A, B, C, D.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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A B

C

c 2

2) En prenant les pages dans l'ordre alphabétique, la matrice de transition du graphe G est :

(e}

1
3
0
0

S N~ =
(e (e S W~

1

3) La calculatrice donne pour M'*, M* et M* les matrices suivantes. On observe que les résultats se

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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stabilisent (convergent vers une valeur constante).

En arrondissant au milliéme,

0378 0311 0123 0,188 0375 0312 0,125 0,188
o 10370 0315 0127 0.188| . |0375 0313 0.125 0,187
M= = 10366 0315 0131 0.188]° M 10375 0313 0,125 0,187
0382 0310 0120 0,188 0375 0312 0,125 0,188
0375 0313 0,125 0,187
o0 [0375 0313 0125 0,187

0,375 0,313 0,125 0,187
0,375 0,313 0,125 0,187

4) L'internaute part de la page A.
Au départ, on a donc : P(A) =1, P(B) =0, P(C) =0, P(D) = 0 ou P(X) est la probabilité d'étre sur la page X.
Onnote P, l'état probabiliste aprés n " clics " sur les liens.
Po=(10 0 o0 Py = PoxM™ = 0375 0312 0,125 0,188
Autrement dit : en partant de la page A
la probabilité d'étre a la page A apres 20 " clics " est 0,375.
celle d'étre a la page B apres 20 " clics " est 0,312.
celle d'étre a la page C apres 20 " clics " est 0,125.
celle d'étre a la page D apres 20 " clics " est 0,312.

Si l'internaute part de la page B, on obtient la deuxiéme ligne de la matrice M, puisque qu'en ce cas, on a
pour état initial : Po = (0 1 0 0) et Py = PoxM™ = (0,375 0313 0,125 0,187)

Si l'internaute part de la page C, on obtient la troisiéme ligne de la matrice AM*°, puisque qu'en ce cas, on a
pour étatinitial : Py = (0 0 1 0] et Py = PoxM™ = (0375 0313 0,125 0,187

Si l'internaute part de la page D, on obtient la quatriéme ligne de la matrice M * , puisque qu'en ce cas, on a
pour état initial : Po = (0 0 0 1) et Py = PoxM? = {0,375 0312 0,125 0,188).

5) L'objectif de la question est de déterminer I'état stable.
OnposeP=(x y z t)avecx+y+z+ir=1

a) On pose 1'équation matricielle P = PM.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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1 1 1

0O — = —

3 3 3
Onadonc:xyzt)}OO?Z(xyzt

2 2

0 1 0 O

En effectuant le produit de matrices et en identifiant les coefficients, on obtient :

0><x+1><y+%><z+0><t=x y+%z=x 1
1 _ 1 _ 2
§><x+0><y+0><z+1><t—y §x+t—y

1 , soit : 1 3
§><x+0><y+0><z+0><t=Z Ex—z

1 1 1 .1 4
—Xx+0X y+—Xz+0Xt=t¢ —Xx+—z=t
3T NS 37727

b) résolution du systéme :

De (3), il vient : x = 3z, d'ou, dans (4) : z + §z=t, soit : ¢t = 5z

. 5
Dans (2), on a alors : z + 227V, soit:y = 572

. 5 1
On peut controler dans I'équation (1) : §z+ §z=3zzx
o 5 3 .
Comme x+y+z+t=1,il vient : 3z + §z+z+ 527 1,d'ou, 8z =1.
1 1 3 5.1 5 3.1 3

A 11 - = — = 3)(— = — = —><— = — = —X— = —

On en déduit : z g 2 gV 373 T ett 773 T
(3 5 1 3 . . . 80

P= 3 16 % 16 (Remarquer : ce résultat et les coefficients de la matrice M™ ...).

¢) Si on clique indéfiniment, la probabilité d'étre a la page A

celle d'étre a la page B est

8 b

16

1
celle d'étre a la page C est 5,

celle d'étre a la page D est

B- Evolution du modéle.

1) En ajoutant une page E accessible depuis
on reste sur la page E.

16

la page C mais sans lien vers d'autres pages, une fois sur la page E,

Comme la probabilité d'arriver a la page E n'est pas nulle, la situation sera bloquée.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

2) Le nouveau graphe est

[e)
() S W~

et la matrice M, =

SO W[~ —

S —

S O S O W~
OO W—m O W|—
—_ O W= O (e

3) M oM, MY suggérent que M| converge vers
0

SO OO O
SO OO O
OO OO
—_— e = =

0
0
0
0

Quel que soit la page de départ, on finit par étre sur la
page E.

4) Soit M, = ¢cM | + (1 - c)K ou K est une matrice
EE 1 représentant les gotits de l'internaute et ¢ un coefficient

de l'intervalle [0 ; 1].

11 11

5 5 5 5 5

11 11

5 5 5 5 5

.. 1 1 1 1 1

On choisit K = g g g g g
11 11

5 5 5 5 5

1 1 1 1 1

555 55

a)c=1,encecas 1 —c=0et M, = M.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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11111
5 55 5 5
11111
555 55
1 11 1 1] . L I \
b)c=0,encecas, M, =K= 5 55 5 5|° il y a équiprobabilité pour passer d'une page a 'autre ou
11111
5 55 55
1 1 1 1 1
55555

rester sur la méme page.
Par exemple, la premiére ligne P,(4)=P (B)=P,(C)=P,(D)=P (E)=

C- PageRank avec les quatre pages de la partie A.

On reprend le graphe G de la partie A et on crée la nouvelle matrice de transition avec un coefficient ¢ = 0,85 et

: . . 1
la matrice K remplie des coefficients — .

4

11 11

o 111 4 4 4 4

3 3 3 11 1 1

=085t O 0 0] g ggs [+ 4 4 4
Ly, 1 111

2 2 4 4 4 3

010 0 1111

4 4 4 4

(Utiliser la calculatrice pour calculer cette nouvelle matrice et rechercher A7*° (ou plus))

L [B] a pour dimension 4x4
[A] ¥Frac h=kFrac
[[Aa 143 1-3 1. Fillii-4, [ElD G = AN ARl R
[1 B @ A Doke [1-4 1-4 1-4 1]
[1<2 @ A 1 [ [1~4 1-4 14 1
[& 1 A [ Wmenu : matrice- math [1-4 14 14 1
ook [H]1+E. 15+ [B
1+[C] . .
[[.E@A3Z7S . Z22E@233 ) [C] contient la matrice M.
[.237V0 .B375S
[.4625 .B37S .
[.8375 25875 .. La matrice M*
hs 26 il N e
[[.35FEFISEZ2E . ZHEE3P6225 L 1386725257 | 1976823492]
[. 357EFISAZE . JBEEII622T .. 1386723257 | 1976R234592]
[. 357EFISAZE . JAEEII622T . 1386723257 | 1976R234592]
[.357VE7I5A2Z26 . JBEE3IQ622T . 1386723257 1976R23492] ]

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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61 page 84
g, : probabilité qu'un membre du personnel souhaite le déclenchement d'une gréve le jour n.
t, : probabilité qu'un membre du personnel ne souhaite pas le déclenchement d'une gréve le jour 7.
P, = (gn tn) état probabiliste le jour n.
1) L'état initial P, = (0,15 0,85)
2) Le graphe : G : " favorable a la gréve "

T : " non favorable a la gréve "

Les données : P.(T) =0,35 donc P.,(G) =1-0,35=0,65
P.(G) =033, donc, P(T) =1-0,33=0,67

. ., . — 0’65 0’35
3) La matrice de transition : M = ((),33 0;67)
4) Pn = Pan_l

Le troisiéme jour, 1'état probabiliste P; = P1><M2 = (0,45096 0,54904)

g; =0,45096, soit : 45,096 % favorables a la gréve le troisiéme jour.

[R1*[E]=
43898 . 349684] ]

t; =0,54904, soit : 54,904 % non favorables a la gréve le troisieme jour.

5) Comme la matrice M ne comporte aucun 0, il existe un et un seul état stable P.
P, converge vers P.

Soit P = (a b) |'état stable, c'est-a-dire : PXM =P

ax0,65+bx0,33=a

aX0.35+b %0 67=b (ces deux équations sont équivalentes).

On a donc : [
a+b=1

0,65a+0,33b=a

b=1-aet 0,65a+0,33(1—a)=a, d'ou, 0,68a=0,33

) _ 33 B 33 _ 35
Conclusion : a = 68 etb=1- 68 68"

Comme a + b =1, on résout : [

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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73 page 88

EED Digicode

Un immeuble de bureaux est loué a des entreprises différentes.
Le propriétaire de I'immeuble souhaite donner un code person-
nalisé a chacune des entreprises.

Le propriétaire, par souci mnémotechnique pour les usagers,
souhaite que les codes employés commencent par un nombre
quelconque de «3» ou «7 », comportent forcément « 5» en partie
centrale, se terminent par un nombre quelconque de «9» et
soient formés de quatre chiffres.

Sachant que I'immeuble est loué a 16 entreprises, son souhait
est-il réalisable ?

Le digicode peut commencer par " 3 " ou par " 7 " (pouvant étre répétés)
comporte un " 5 " en partie centrale, peut se terminer par " 9 " pouvant étre répété
et comporte quatre chiffres.

Les codes : 3359 ; 3759 ; 7359 ; 7759 ; 3599 ; 7599

On peut concevoir le graphe étiqueté suivant qui permettra de lire le digicode.

0 200 0 16 8 6

P _10 210 +_ (0 16 8 7

La matrice d'adjacence M 000 1 et M 00 0 1
0 001 0 0 0 1

Le coefficient de M* a l'intersection de la premicére ligne et de la quatriéme colonne est 6.

Ily a 6 chaines de longueur 4 de A a D.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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