Classe: TS DM2 Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie
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DM2 a rendre le vendredi 8 octobre 2010:

Pour réactiver la notion de limites: 1 et 2 page 27.

Pour réactiver les formules de dérivation: 1- 2- 14 page 57

Pour s'entrainer dans les calculs sur C: 26 page 279; 32 page 279

Pour approfondir (le mois de juin n'est pas loin): Exercice B page 288, exercice C page 288
1 page 27

Dans cet exercice x > 0 (Ce qui signifie que 'utilisation des variations de fonctions est faite sur ]0; +oo[

Les variations utiles:

(1) La fonction carrée est strictement croissante sur ]0; +oo

(2) La fonction inverse est strictement décroissante sur ]0; +oo[

a) x> 10 000 six > 100 d'apres (1)

b) x> < 0,000 1 si 0 <x<0,01 d'apres (1)

d'apres (2)

1 1
¢) ~ >100005i 0<x< Too55

1
d) N > 0,001 s1 0<x <1000 d'apres (2)

1
¢) T < 10° six> 10°° d'apres (2)

Complément: (lien avec les définitions des limites en ...)

Ces résultats sont valables en remplagant par 10" ou 10" (r€IN) selon les cas
On a donc: Soit le réel 10> .

Il existe un réel Xo = 10" tel que x > X, implique x> > 10

Ce qui correspond a la définition de: lim x° = +oo.

x—+oo

De méme pour les autres définitions des limites:

Par exemple: lim 1 oo est justifié par:
x—0 X

x>0

Soit le réel 10"
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Classe: TS DM2 Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

1
il existeunréel € = 107", tel que 0 <x < € implique ik 10"

2 page 27

Dans cet exercice x < 0 (Ce qui signifie que l'utilisation des variations de fonctions est faite sur ]—oo; O]

Les

variations utiles:

(1) La fonction carrée est strictement décroissante sur ]—co; O].

(2) La fonction inverse est strictement décroissante sur ]—oo; 0.
a) x>> 10 000 si x <—-100 d'apres (1)
b) x> < 0,000 1 si—0,01 <x <0 d'aprées (1)

1
c) ™ <—10000si —

1 o
10000 <x < (0d'apres (2)

1
d) ~ >—10,001 si x <—1000 d'apres (2)

1
e) ~ > 107* six<— 10* d'apres (2)

Synthéses de 1/ et 2/

1)Les données: x > 0 et l'ordre des images

x |0 x estinférieur a 0,01 +00
+o0
x2
0 x 2estinférieur a 0,0001
X 0 xestinférieur a 0,000 1 +00
+o0 1
1/x

X est superti :
0

2)Les données: x <0 et I'ordre des images

—0 —0,01 x est supérieur a -0,01 0

+o0

0,0001
5 2

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre 1'éclair et la luciole." Mark Twain

2/10

E:\docs_lycee 10_11\TS\DM\DM2.odt 13/10/10




Classe: TS DM?2

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

£ |—oo x est inférieur a —1000 -0,000 1 0
x supérieur a —0,0001
0 | 10 000
1/x 1/x est supérieur a -0,001 .
1/x est inférieur a= w
1 page 56

Propriété a connaitre:

[ étant dérivable en a, le coefficient directeur de la tangente a Cyau point d'abscisse a est le nombre dérivé de f
en a.

fonction dérivée coefficient directeur de la tangente
nombre dérivé en a
fix > x? f'ix > 2x a=-1 f'(-1)==2
g:x P X g'ix > 3x? a=-2 g'(-2)=12
1 1
h:x > ” h':x =»—- — a=1 h'(1)=-1
X
. T . 1 ' 1
k:x b x h':x > ﬁ 61:4]{(4):Z
2 page 56

Propriété a connaitre:

[ étant dérivable en a, le coefficient directeur de la tangente a C,au point d'abscisse a est le nombre dérivé de f
en a.

fonction dérivée coefficient directeur de la tangente
nombre dérivé en a
fix > x? f'ix > 2x a=3 f'(3)=6
g:x > sinx g'ix > cosx a=0 g'(0)=1
1 , 1
h:x > " h':x =»—- — a=-1 h'(-1)=-1
X
k:x  cosx h':x — —sinx azg k’(g)Z—l
Compléments :

Les équations de tangentes ne sont pas demandées dans cet exercice.

Connaissant un point de la droite tangente A(a; f'(a)) et le coefficient directeur de cette droite, on sait:
Ay

Ax f'(a)avec Ay=y—f(a) et A x =x —a avec M(x; y) un point courant de la tangente.

Ce qui donne y =f"' (a)(x — a) + f (a) est une équation de la tangente en A.

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre 1'éclair et la luciole." Mark Twain
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Classe: TS DM2 Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie
coefficient directeur de . .
) e, Equation de la
fonction dérivée la tangente fla)
C tangente
nombre dérivé en a
=2(x+1)+
fx o2 Flix e 2 a=-1 f'(-1)==2 D=1 y=—20x+1)+1
y=-2x-1
3 ’. 2 _ (9 — Y — y:12(X+2)_8
g:X X g'ix > 3x a=-2 g'(-2)=12 g(-2)=-8 y=12x+16
l i L _ ' _ _ y= —(X - 1) + 1
h:x . h':x - 2 a=1 h'(1)=-1 h(1)=1 y=x+2
1
| 1 Y=g (x—4)+2
k:ix = x h':x > —— a=4 k'4)=— k(4)=2
2+x 4 _1
y=—x+1
4
T 2 . — ' — — Y= 6(X - 3) +9
fix > x Sflix > 2x a=3 f'(3)=6 f3)=9 y=6x—9
g:x > sinx g'ix > cosx a=0 g'(0)=1 g(0)=0 y=x
. l . L _ ’ — — y= _(x + 1) -1
h:x > ; h':x —>— 7 a=-1 h'(-1)=-1 h(-1)=-1 y=—x_2
L1
y=—(x-7)
kixiscosy | hlixo sy a= o k'(5)=-1 | K5)=0 2
y=-x+ £y
14 page 57
fx)=-3x*+2x>+1 f'(x)=—12x + 4x
Remarque: f est définie et dérivable sur R (fonction polynome)
1
=_x+ "x)=-1+
g =—x+Vx g' () 5
Remarque: g est définie sur [0; +oof et dérivable sur ]0; +oof (fonction racine carrée)
’ 2xXx—1x(x’+1 2 x—1)(x+1
h(x)=x-H ' (x) = XXX 2(x ) _ x 1_( )( )
Remarque: h est définie sur |—oo; 0 U ]0; +oof et
derivable sur chacun des intervalles: sur |—oo; 0f et sur ]0; +oof (fonction rationnelle)
1 1 =1 (x=1D(x+1)
ouh(x)=x+ — Mx)=1-— = — =
X X X
k(x)=0CBx-1) k'(x)=2x3x3x—-1)=18x-6
Remarque: k est définie et dérivable sur IR (fonction polynéme)
Pour la fonction k, il est important de reconnaitre une fonction composée de ... suivie de ...
x> 3x—-1 B Bx-1)
"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre 1'éclair et la luciole." Mark Twain
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Classe: TS DM2 Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

26 page 279

z+3z=(1+i)?

On pose z =a + 1b ou a et b sont des réels.

z+3z=(1+i)? < a+ib+3(a—ib)=2i < 4a —2ib =2i

On en déduit: a = 0 et b =—1 par identification des parties réelles et des parties imaginaires.
conclusion: z =—i

Veérification: —i+ 3xi=2iet (1 +1)>=2i

32 page 279
Pour tout point M d'affixe z, on associe le point M’ d'affixe z' = z2.
a) On pose z =x + iy (x et y réels).
Remarque: dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal direct (O %,V), (x, y) sont les coordonnées
cartésiennes du point M.
' =x"+tp' =(x+tiy)=.=x*-y"+12xp)
Onadonc: x'= x*—y*ety'=2xy
Remarque: dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal direct (O ,V) , (x', y") sont les
coordonnées cartésiennes du point M.
b) Avec la forme algébrique
z' est un réel si et seulement si y'=0
z"est un réel si et seulement si 2xy =0
z'est un réel si et seulement six =0ouy =0

L'ensemble des points M tels que z' est un réel est la réunion des deux droites d'équations respectives x = 0 et
vy =0 (axes de coordonnées)

z' est un imaginaire pur si et seulement si x'=0
z'est un imaginaire pur si et seulement si x> —y*=0

z'est un imaginaire pur si et seulement si (x —y)(x +y) =0
z'est un imaginaire pur si et seulement si y=x ouy =—x

L'ensemble des points M tels que z’ est un imaginaire pur est la réunion des deux droites d'équations
respectives y = x et y = —x (bissectrices du repére (O; i,V) )

c) Avec les conjugués:

z"'est un réel si et seulement siz’'= z'’

z'est un réel si et seulement siz2= z*,or 7> = z2

z'estun réel si et seulement si z2— z2=0
z'estun réel si et seulementsi(z— z )(z+ z)=0
z'estunréel si et seulementsiz= z ouz=-2z

z'est un réel si et seulement si z est un réel ou z est un imaginaire pur

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre 1'éclair et la luciole." Mark Twain
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Classe: TS DM2 Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

L'ensemble des points M tels que z’ est un réel est la réunion des deux droites d'équations respectives x = 0 et
v =0 (axes de coordonnées)

7' est un imaginaire pur si ¢t seulementsiz'+ z' =0
z' est un imaginaire pur si et seulement siz> + z*> =0, 0or z* = z 2

z'est un imaginaire pur si et seulement si z2+ z2=0,o0r, 22+ z2= 722—1.2?)
z'est un imaginaire pur si et seulementsi(z—1 z )(z+1 z)=0

z'est un imaginaire pur si et seulementsiz=1 z ouz=-1 z

En posant z = x + iy, on retrouve y = x ou y = —x

L'ensemble des points M tels que z' est un imaginaire pur est la réunion des deux droites d'équations
respectives y = x et y = —x (bissectrices du repére (O; %,V) )

et pourquoi pas une troisieme méthode:
7' est un réel si et seulement si arg(z') =0+ kmt; k€ Zouz'=0
si et seulement si arg(z®>) =0+ kmt; k€ Zouz>=0

si et seulement si 2xarg(z) =0+ km; k€ Zouz=0

si et seulement si arg(z) = 0+ k g k€ Zouz=0

si et seulement si (71, OM) =0+ k g ke ZouM=0.

Onadonc # et OM colinéaires, ou ,% et OM orthogonaux ....

. . L1
z' est un imaginaire pur si et seulement si arg(z') = 5 +krmt;k€eZouz'=0

si et seulement si arg(z?) = g +hkt;k€Zouz2=0

si et seulement si 2xarg(z) = g tkm; k€ Zouz=0

si et seulement si arg(z) =

S E

s g k€EZouz=0

_>>=E

si et seulement si (%, O 1 +k g ke ZouM=0.

— 3 ) 7
Onadonc # et OM forment un angle de g ou Tﬂ ou Tn ou Tﬂ

Exercice B page 288

z—2+1

Soit f1a fonction qui, a tout complexe z différent de —2i associe: Z =f(z) = Py

A et B sont les points d'affixes z4 =2 —1i et zg=-2i

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre 1'éclair et la luciole." Mark Twain
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Classe: TS DM2 Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

zZ—Zy,

On a alors: Z =
Z—2Zg

a) L'ensemble E des points M d'affixe z, tels que Z soit réel
"Zréel " équivauta" {z # zget (Z=0ou arg(Z)=0+km; k€ Z)} "
zZ—Zz

Or, arg(z)= ag—2 = arg(z—z,)-arg(z—z,) = (7. 401) — (1:BM) = (BA:A8T) [27]

Z—2Zg

—_—

Par consequent: " Zréel " €quivauta " {M # Bet(M=A4Aou (BM ;AM) =0+kn ke Z)}"
Les vecteurs AM et BM sont donc colinéaires.
L'ensemble E est la droite (4B) privée de B.

b) L'ensemble F des points M d'affixe z, tels que Z soit imaginaire pur

1
" Z imaginaire pur " équivauta " {z # zg et (Z=0ou arg(2)= B} +kn ke zZz) "

—— — TT
Par conséquent: " Z imaginaire pur " équivaut a " {M # Bet(M=Aou (BM ;AM) = > +hkn;keZ )"

Les vecteurs AM et BM sont donc orthogonaux
L'ensemble F est le cercle de diamétre [AB] privé de B.

) z—2+1
— = —1|X|z+2i -9
o) |f(z)=1|x|z+21] Y |z +2i| avec z # —2i
—2—1i
- X|z+2i
z+2i‘ [2+21]
= -_2_,1|><|z+2i|
|Z+2ﬂ
= |2

= =2/ +(-1) = V5
Or, |f(z)-1 =IM"ou I est le point d'affixe 1 et lz+2i] =BM
Onadonc: IM' X BM= V5 -
Si M parcourt le cercle de centre B et de rayon V5 ,ona: BM= 5 et par conséquent, /M= 1
Les points M’ sont sur le cercle de centre 7 (d'affixe 1) et de rayon 1.

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre 1'éclair et la luciole." Mark Twain
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Classe: TS DM2 Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Si un point M(z) décrit la droite (Al;) privée de B (ensemble E) son image par la
transformation 7 est un point de I'axe des réels.

Si un point M(z) décrit le cercle de diamétre [4B] privé de B (ensemble F) son image
par la transformation 7 est un point de I'axe des imaginaires purs.

le cercle de centre B et de rayon V5 a pour image par 7 le cercle de centre / et de
rayon 1
la médiatrice de [4B] a pour image par T le cercle de centre O et de rayon 1

COMPLEMENTS
Pour l'entrainement aux calculs, mais, méthode extrémement maladroite dans le contexte de 1'exercice:
On pose z =x+1y avec x et y réels.

x+iy—2+i (x=2+i(y+1))(x—i(y+2))

. = —_— = = +
On adonc: Z iy 42 x2+(y+2)2 X+iY
2 2
X =2x+y +3y+2 —x+2y+4
avec Re(Z)=X= etim(2)=Y= V3
( x*+(y+2) ( X+ (y+2)

Zestun réel si et seulementsiz # Zp et—x+2y+4=0
On retrouve I'équation de la droite (4B) avec B exclu

Z est un imaginaire pur si et seulement siz # Zz et x —2x+)y +3y+2 =0
On retrouve I'équation du cercle de diamétre [4B] avec B exclu

Pour la derniére question, |'interprétation géométrique est:

. L L 5
Si M décrit un cercle de centre B et de rayon R alors M" décrit un cercle de centre / et de rayon R' = £

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre 1'éclair et la luciole." Mark Twain
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Classe: TS DM2 Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

On peut aussi interpréter |Z| avec |Z| et donc, par exemple, I'ensemble des points M du plan

_AM
- BM
d'affixes z tels que |Z|=1 (C'est-a-dire les points M’ sont sur le cercle de centre O et de rayon 1) est la
médiatrice de [4B]. Les points images M’ des points de la médiatrice de [4B] sont sur le cercle de centre O et de
rayon 1.

De facon générale, ayez le réflexe d'interpréter les modules en termes de longueurs et les arguments en termes
d'angles orientés.

fest une fonction définie sur C\{-2i}.f z I— Z

on associe a f une transformation géométrique 7 qui agit sur les points du plan privé de B.

T:M - M et, on trouve

au a) que la droite (4B) privée de B a pour image par 7 I'axe des réels

au b) que le cercle de diamétre [4B] privé de B a pour image par T I'axe des imaginaires

au c) que le cercle de centre B et de rayon V5 a pour image par 7 le cercle de centre / et de rayon 1
au d) que la médiatrice de [4B] a pour image par T le cercle de centre O et de rayon 1

exercice C page 288
iz

A tout z # —i, on associe f{z) = i

M est le point d'affixe z.

1) Résolution de 22 1+
z+1

Pourz # —i, —— =1+ 2i équivaut & iz = (1 + 2i)(z + i)

z+1
Apres développement, réduction, réorganisation des calculs, il vient: (1 +1)z=2 —1
C2-i (2-9)(d-i) 1 3,
"1+ 2 T2 2!
1
Le point B d'affixe z, = = — giVériﬁe f(z,) =1+2i

2 2

2)r= |z+i| et x =argz+1)
Remarquer: r > 0 puisque z # —1

. iz . iz—iz+1l 1
fe)—i= z+i z+i z+i
Il s'en déduit: |/ (z)—1| = SR —1. _ 1
' z+1 |z +i r

arg(fiz) —1) = arg(i) =arg(l)—arg(z+1)=0—-ax=— [2T].

3) A d'affixe —i
a) L'ensemble € des points M vérifiant la condition: |f(z)—i] = V2 est d'aprés la question 2), I'ensemble des

. 1
points M d'affixe z telle que |z+i|] = N

Or, |z+i| =AM.

Conclusion: € est le cercle de centre 4 et de rayon 72

Sl

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre 1'éclair et la luciole." Mark Twain
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Classe: TS DM2 Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

b) L'ensemble & des points M vérifiant la condition: arg(f(z) — i) = % est d'apres la question 2), 'ensemble des

points M d'affixe z telle que arg(z +1)=— % [21T].
Or, arg(z +1i) = (@i, AM) [27]
Conclusion: 9 est la demi-droite ouverte d'origine A4 et faisant un angle de — % avec U .

Pour la construire, on peut faire un triangle ADE rectangle isocele indirect en D. La demi-droite |AE)
convient.

¢) B d'affixe z, esttel que f(z,) =1+2i
On a donc: |f(Zo) —i| = |[14i] = V2. Ce qui prouve que B € €. (Ce qui permet de construire €)

arg( f(z,)—1) =arg(l +i)= % [2Tt]. Ce qui prouve que B € Y. (Ce qui permet de construire &)

On peut aussi faire:
Zy +i= = 35 + L1
o Ti= 5 - Siti= o - i
. 1 1. 1 . .
|20+ = ‘5—51 =5 V2 % . Ce qui prouve que B € €.

. 1 1. : .
arg(z,+i) =arg(5 — El)zarg(l —-1)= —% [2T].. Ce qui prouve que B € Y.

Remarque et complément:

Comme a l'exercice précédent, les résultats s'interprétent en termes de transformation géométrique 7.
A tout point M(z) distinct du point A(—i), on associe un point M'(z") avec z' = f(2). M'=T(M)
Vous pouvez essayer d'interpréter les autres questions de fagon identique

Au 1), on montre que 7(B) = B' d'affixe 1 + 2i

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre 1'éclair et la luciole." Mark Twain
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