DMS5

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Index

Exercice A page 102 (Bac S La réunion juin 2004) . ... eeeeee ettt e eeeeeeeeeeeeeeaaaeneereeeeeeeaaaaaaaanes

Exercice B page 102 (Bac S France juin 2004)......uueeeeeeeiieieeeiieeeeieeeeteeeeeeeeeeeeeseseeeseseeeeenaeseeeeeannaaseeeeeennns

exercice C page 222  Baccalauréat S Centres étrangers juin 2004 ..........eee e e iiiieeeeeeeeee e eeeiieeenn,

Exercice E page 317 .Nouvelle—Calédonie novembre 2000.........couuuuuieeeiiiiiiiiiieseeeeeeeiieeeieseerenaeaseennss

Exercice A page 102 (Bac S La réunion juin 2004)

fest dérivable sur IR et vérifie:

(1) pour tout x réel, (' (x))> — (f (x))* =1

2) /' (0)=1

(3) la fonction ' est dérivable sur R.

la) (') -(fyr=1e('x) =1+(FfKx)*

Comme (f(x))*> = 0,on a: (f' (x))* = 1, soit: /' (x) < -l ouf'(x) = 1.
pour tout x réel, /' (x) # 0

ou par l'absurde:

Supposons qu'il existe une valeur a réelle telle que /' (a) =0, on a alors d'apres (1): —(f (a))* = 1, ce qui est
impossible.

Il n'existe aucun réel x tel que /' (x) =0

pour tout x réel, /' (x) # 0

b) D'apres (1), (f'(0))*— (£ (0))>=1 et d'apres (2): (f'(0))*=1
Par conséquent: (f(0))>=0
Conclusion: f{0) =0

2) D'aprées (3), /' est dérivable sur R.
Le premier membre de I'égalité (1) se dérive enx > 2xf " (x)xf ' (x)— 2%f" (x)%f (x)

Le second membre de 1'égalité (1) se dérive en x +— 0
L'égalité (1) implique: 2xf" (x)xf ' (x)— 2xf" (x)Xf (x) = 0, soit
21" ()" ()= f(x) =0

Comme /' (x) # 0, il vient /" (x) —f(x) =0

(4): Pour tout nombre réel x, /"' (x) =f(x).

3)Onposeu=f"'+fetv=f"'—f.
) u(0)=,"0)-fl0)=1letv0)=...=1

b) u et v, étant la somme ou la différence de fonctions dérivables sur IR, sont dérivables sur IR.
pour tout x reel, u' (x) = 1" (x) +f " (X)=f (x) + /" (x) = u (x) (car /" (x) = f(x))
pour tout x reel, v’ (x) =" (x) = f ' (x) =f (x) =" (x) = (" (x) = (x)) =~ (x).

c¢) La fonction u est donc la solution de I'équation différentielle y' = y prenant la valeur 1 en 0.
On sait d'apres le cours que c'est la fonction exponentielle de base e.
Pour tout x réel, u (x) = ¢*

La fonction v est donc la solution de I'équation différentielle y' = —y prenant la valeur 1 en 0.
On a alors: pour tout x réel, v (x) = Ce™* et v(0) =1, d'ou, C=1
Pour tout x réel, v (x) = ¢

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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d) Par définition de u et v, on a: 2f=u —v,
d'ou, pour tout x réel, 2 (x) =e*—e™*

e'—e
x =
fo=
42) On sait: lim e =+oet lim e* =0, donc, (somme de fonctions) lim f(x) = +oo.
x—+o0 xX— +0o0 X— +o0
et
lim e*=0et lim e*=+cw,donc, lim f(x)=—o0.
von_ € 4e” : L : .
b)f'(x)= (Soit on remarque 2f'=u + v, soit on dérive ...)
Comme pour tout X, >0, /' (x) > 0 et f est strictement croissante sur R.
X —00 +00
/') +
400
/x) //,
—00

5) a) D'apres les questions précédentes:

fest dérivable sur R, donc, continue sur IR.

fest strictement croissante sur IR,

donc, fréalise une bijection de R sur AIR)=] lim f(x); lm f(x)[=R.
x— 4o

X——00

Conclusion:
Pour tout m € IR, 1'équation f'(x) = m a une et une seule solution réelle.

b) f(x) = 3 a pour solution « telle que flx) =3

e'—e
=3

Résolution de

X —X

=3oe¢-e"=6

o )Y-6e—-1=0
ol X=¢"
X' -6X-1=0

Résolution de I'équation du second degré: discriminant A = b*> — 4ac =40 =2 V10
L'équation en X a deux solutions: X; =3 — v/10 et X; =3+ V10
Comme e* > 0, la seule solution acceptable est e =3 + V10. -
On cherche donc I'antécédent par la fonction exponentielle de 3 + V10
x=In(3+ \10)
La calculatrice donne : la fonction réciproque de I'exp; est la fonction In.

1.515844545%9

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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o = 1,82 a 107 prés par exces.

Exercice B page 102 (Bac S France juin 2004)

Les lois de Newton conduisent a I'équation différentielle (E): 25x '+ 200x "= 50

ou x'est la dérivée premiere et x" la dérivée seconde de la fonction x par rapport au temps

x est la loi horaire (fonction en mathématique) du mouvement.

Le terme 25 x' est la valeur de la force de frottement due a la résistance (x' est la fonction donnant la vitesse)

Le terme 200x" est la valeur de la force due a I'accélération pour une masse de 200 kg.

50 est la valeur de la force d'entrainement.
Dans tout l'exercice ¢t = 0

1) On pose w(f) = x'(¢) d'ou, v'(¢) = x"(?).
En remplagant dans(E): on a:

25x'+200x"'"'=50 25v(1)+20
v(t)=x"(1) équivaut a v(
v'(t)=x""(¢) v'(

o0 | —

En divisant par 200 et en réorganisant, on a: (£) équivaut a (F): v'=—

(Ne pas oublier de montrer l'équivalence)

L'équation (F) est de la forme y'= ay + b, d'ou, en appliquant le cours, il vient:

1 1 b

aveca=— g,b= ) et— 2 =2

Pourt > 0,v(t)=C e_gt +2avec C € R.
2) Les conditions initiales sont x(0) =0 et x'(0) =0

a)Ona:x(f)=w(f)= C e * +2etv(0)=0,
d'ou, C e’ +2 =0, soit: C=-2, puisque €’ = 1.

—=t
¥(@H=-=2e® +2
b) Les fonctions x qui ont pour dérivée x’ sont de la forme:
x(f) = -2x Ll xe ¥ +2i+Kou K€ R.

8

Soitx(f)=16¢ * +2¢+Kou K € R.
Or, x(0) = 0, d'ow, 16 + K = 0,

1,
Conclusion: x(f)=16e¢ * +2¢—16avect > 0

I
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. . X . . 1 \ . . .
On sait: Xhmw ¢ =0, dou, comme lim g t=—o0, on a, d'aprés la limite de fonction composée:
- 1=+
. 1 . X
lim 5 lim " _
t—+oo € - X->—w - O.
1

X lim !
Conclusion: —+»x (-2€ ° +2)=2
La vitesse limite V=2 (m.s™)

1
—=t
On cherche ¢ telle que v(¢) < 0,9xV, soit, -2 € ¥ +2<1.8
1, 1
e ¥ +2<18équivauta e © = 0,1
Avant d'étudier le logarithme népérien:

En remarquant que la fonction v est croissante, un encadrement a la calculatrice donne:

Flakl Flotz Floks
*»HHE'E*E-“W “L1-80

t > 18,421 (valeur approchée a 107)

Apres l'étude le logarithme népérien:

_1,
e ® >0,1 équivaut a — é t<1no0,1 Or, In 0,1 =—In 10

d'ou, v(¢) < 0,9xV équivauta ¢ = 8 In 10
Une valeur approchée de 8 In 10 est 18,4206 ...

30 30

La distance parcourue en 30 secondes est x(30) =2x30-16+16 ¢ * =44+ 16¢ °®
Une valeur approchée au décimétre pres par exces est x(30) ~ 44,4 métres

exercice C page 222  Baccalauréat S Centres étrangers juin 2004

Un employé se rend a son travail en bus. S'il est a I'heure, il prend le bus de ramassage gratuit mis a disposition
par l'entreprise, s'il est en retard, il prend le bus de la ville, il lui en cofite 1,50 €.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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Si ’employé est a I’heure un jour donné, la probabilité qu’il soit en retard le lendemain est < ; s’il est en retard

- o : 1
un jour donné la probabilité qu’il soit en retard le lendemain est 30 -

Pour tout entier naturel non nul , on appelle R, 1’événement : « ’employé est en retard le jour 7 ». On note
P, ,laprobabilité de R, et ¢, ,celle de R, .On suppose que p, = 0.

1. Détermination d’une relation de récurrence.
(Voir I'arbre de probabilité a la fin de 1'exercice)

a. Déterminer les probabilités conditionnelles pz, (R, . ) et Pz, (R,.)).

Pro (R, )= 20 (Traduction de la phrase: s’il est en retard un jour donné la probabilité qu’il soit en retard le

. 1
lendemain est 20

Pr( R, )= 5 (Traduction de la phrase: Si I’employé est a I’heure un jour donné, la probabilité qu’il soit en
1

retard le lendemain est 5 )

b. Déterminer p (R,,; N R, )en fonction de p, et p(R,., N R,)en fonction de ¢, .

1
p(Rn+1 n Rn)= pRn(Rn+l)><p( Rn)= % pn~

I > 1
P(Ry N R)= Pa(Ru)xp(R)= < 4,
c. Exprimer p,.; enfonctionde p, etde ¢, .

- 1 1
pn+l :p( Rn+1):p(Rn+l m Rn)+p(Rn+1 n Rn): An pn + Z Qn

20 5
d. En dédui _ L3
. En déduire que p,., = 5~ 20 P,.
or, p, + 4, =1, d'ov - Lo+ La L3
r)pn qn ’ Ouapn+l 20 pn 5( pn) _20 pn
2. Etude de la suite ( 2, )..
) 4
Pour tout entier naturel non nul #, on pose v, = p, — IR

TN . 3
a. Démontrer que (v,) est une suite géométrique de raison — 20 -

Méthode:

On exprime le nombre v,.; en fonction du nombre v,

Pour cela: d'apres la définition de la suite (v,), on écrit le nombre v,;; en fonction du nombre p, -,
puis, d'apres I'égalité définissant la suite (p,) on exprime v,+; en fonction de p,

et on revient par 'égalité définissant la suite (v,) a une relation en fonction de v,,.
p g

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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Calculs:

4 \ 14 ., . .
Vil = Pusr — 23 d'aprés la définition de la suite (v,)

L3 id“ld’f’t'dl it

Vpr1 = 5 7 90 P, — 3 apres la définition de la suite (p,)

4 Y r . . .
Or, p, =v,+ IR d'apres la définition de la suite (v,)
vy oLl 3 4 4 3 1 3 4 4

OU Vit =5 =30t )= 33 == 0 TS5 "0 3 B3
1 3 4 4 1 4 3 1 23 1 1
Comme 5 —25% 33 -3 =5 3030 D= 572343 ~5 570
. 3
On en déduit: v,+; =— 50 W
t ite gé 5tri d i - i d ier t =0 i = i
(v,) est une suite géométrique de raison 5o de premier termev, =0 — 53 =— —=.
b. Exprimer v, puis P, en fonction de .
) 4 3 n—1 4 3 n—1 4

N A R S L =2
Par conséquent: v, 3 ( 20) et p, 3 ( 20) 23
c. Justifier que la suite ( 2, ) est convergente et calculer sa limite.
Comme —1 <-— 20 < 1, la suite géométrique (v,) converge vers 0, et, la suite (p,) converge vers IR
Arbre de probabilité

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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Jour n Journ+1
L Rn+l
20
Rn
20
P, Rn+1
pn+]
qn Rn+1
n+l

Exercice E page 317 .Nouvelle—Calédonie novembre 2000
l.a. Résoudre dans C I’équation z> -2z + 2 = 0.

discriminant A = b* — 4ac = -4 = 41> = (2 1)?
Les solutions dans C sont donc les complexes conjugués: z; =1 —ietz, = Z; =1+1i
Préciser le module et un argument de chacune des solutions.

=

: . — T
[1—i] = [I4+i] = V2 et un argument 0, de z, est — 4 cto: dezyest0,=-0,= 1
Ecriture exponentielle des solutions: z; = V2 ¢ ™* etz,= 2 ¢™*
b. En déduire les solutions dans € de I’équation
(—iz+3i+3)2 = 2(—iz +3i+3)+2=0.

D'aprés le a), les solutions de cette équation sont les solutions des deux équations suivantes:

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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—iz+3i+3=1-iet—-iz+3i+3=1+1
—iz+3it+3=1l-1ie-iz="2-4ieoz=-21+4 (remarquer: —izX 1 =z)
—iz+3i+3=1+ie—-iz =-2-2iez=-2i+2

Les solutions de (—iz + 3i + 3)* — 2(—iz + 3i+3) + 2 =0 sont {4 —2i; 2 — 2i}

2. Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (O; U,V) d’unité graphique 2 cm. On considére les
points 4, B et C d’affixes respectives za =1 + 1,z = Z, , zc = 2Zg.

a. Déterminer les formes algébriques de zg et zc.

ZA:1+i,ZB: Z_A :l—i,Zczzszz—Zi.

b. Placer les points 4, B et C
c. Montrer que les points 4, B et C appartiennent au cercle (€' )de centre / d’affixe 3 et de rayon V5 .

A= |z,—z) = 1+i-3] = -2+ = J(—272+1> = 5
IB=..= |-2-i] =5
IC=..=|-1-2i] = 5
z.—3
d. Calculer .
ZA_3
ze=3 _ —1-2i _i(i-2) _.
-3 2+i  —2+4i |

en déduire la nature du triangle /AC.
Le résultat précédent montre que: zc — z1 = 1(za — zi), d'ou,

Tt

C est I'image de 4 dans la rotation de centre / et d'angle 5 (quart de tour de centre / direct)

IAC est un triangle rectangle isocele direct en 7 .

e. Le point £ est ’'image du point O par la translation de vecteur 2 IC . Déterminer Iaffixe du point E.
Laffixe de 2 IC est2(-1 —2i)=-2—4i

Onadonczg=0+(-2-4i)=-2-4i

f. Le point D est I’'image du point £ par la rotation de centre O et d’angle % . Déterminer ’affixe du point D.

D'aprés I'écriture complexe d'une rotation, on a: zp — zo= e'™? (z& — zo)
Zp = iZE = 4 — 21
g. Démontrer que les droites (4B) et (CD) sont perpendiculaires.

La droite (4B) est parall¢le a I'axe des ordonnées puisque les points 4 et B ont la méme abscisse (leurs affixes
sont des complexes conjugués)

La droite (CD) est parall¢le a I'axe des abscisses puisque les points C et D ont la méme ordonnée —2.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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0.5

-2

Quelques remarques a propos des la) et 1b)

On considere la transformation 7': z +— —iz + 31 + 3 qui peut se décomposer en une rotation r de centre O et

LIS . — .
d'angle — 5 suivie d'une translation ¢ de vecteur w d'affixe 3 + 3i.

Eneffet:z 5 —iz 5 —iz+3+3i
D'apres les calculs du 1b), le point C d'affixe 2 — 2i a pour image par T le point 4 d'affixe 1 +1.
et le point D d'affixe 4 — 21 a pour image par 7 le point B d'affixe 1 —1.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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Le segment [CD] a pour image un segment [C'D’] par r tel que CD = C'D" et (CD) L (C'D")
et le segment [C'D'] a pour image le segment [4B] tel que AB = C'D' et (4B) || (C'D")

Autre remarque:

z.—3
En montrant au 2d) que zC 3" 1, on montre que C est I'image de A par la rotation de centre / d'affixe 3 et
-
d'angle %
zp—3 . . . . .
On montre de méme fagon que - 3 | (zp—3=4-21i-3=1-2ietzg—3=1-1-3=-2-1
b

eti(-2—1)=1-2i)
Le segment [CD] est donc 1'image du segment [4AB] par la rotation de centre / d'affixe 3 et d'angle z ., d'ou,

2
AB=CD et (4B) L (CD)

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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