Classe: TSVT2 DMS8

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie
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Dans la suite de 'exercice C est un réel.

Les primitives existent sur les intervalles ou la fonction est continue.
’

| u e ee . . . . , . . .
Cas ou f= ~, > une primitive F=In o |u| (En pratique, il est nécessaire de déterminer les intervalles ou u
garde un signe constant sans s'annuler)
sin X —C0s X u
F)f(xX)= ——————— wu((x)=cosx+sinx, u'(x)=—sinx+cosx dou, f=— — et
V()= TS () e doi, f=— =

F(x)=—In|cosx+sinx|+ C

!

_ T i 3
Comme cos x + sin x = /2 sin (x + 4 ), les intervalles ou u > 0 sont |- 4 + 2k, —T[+2k1't[ ke Z

4
3 7
les intervalles ot u < 0 sont ] = + 2kt “* +2kr] k€ Z
%}A
— ] N
=20 +7n/4- 31 /257 -n r3n/4-n/2| A/ 4| O /4 | n/2 |31 i S5nl/4|3nl/2 /4| 2p x
[ ) "]
B _ sin(2x-1) B L , c,. o Lu
G)f(x)=tan 2x—-1) = —cos(2x—1) u(x)=cos(2x—1),u' (x) =-2sin2x — 1), d'ou, f=— > et
1
Fix)= - 5 In|cos(2x—1)|+C
T T
Les intervalles ou u > 0 sont définis par — 5 +kmt <2x—-1< 5 +km k€ Z
—T+2 T m+2 I
x €] 4 +k2;—4 tk 5 [; keZ
T
Les intervalles ou u < 0 sont définis par 5 +Am <2x-1< 32—T[+k1'r;k€ Z
n+2 T 3n+2 g
x €] a +k 5 1 tk 5 [; keZ
1 COS X . u' .
— — — ' — [ - = — +
D f(x) P— Sinx u(x)=sinx ,u’'(x)=cosx d'ou, f » et F(x)=In|sinx|+C

Les intervalles ou u > 0 sont | 2kt ; v+ 2kt [ ; k€ Z.

Les intervalles ou u < 0 sont |1t + 2kt ; 210+ 2kt [ ; k€ Z.

2 '
P)f(x)= ) x2 ux)=1-x*> u'(x)=-2x douf=- % et F(x)=-In |1 —x?+ C
—-X

u>0sur]-1;1[etu<Osur]-co ;—1[ U]l ;+oo[
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

pY !

¢ u@=1-¢ w ) =—e douf=- ”7 et F(x)=—In|l-e|+C

1—¢*

T) f(x)=

=In + C.

1-¢"
u>0sur -0 ;0] etu<O0sur]0;+oo]

+1
u"" avecn # -1

C o, L _

Cas ou f=u'u" une primitive est I 1
. . 1

A)f(x)=sinxcos’x u(x)=cosx ,u’'(x)=-sinx ,dou, f =-u"u'etF(x)=— 3 cos’x + C.  (sur R)

|
B) f(x)= % définie et continue sur ]0 ; +oo[

dou, f =—u'uet F(x)= %(lnx)2 +C

= [ —

ux)=Inx,u'(x)=

1 - 5
. — 2 , . . = .
E) f(x)= Jaxi5 (4x+5) définie et continue sur |- 45 +oo[
u(x)=4x+5u' (x)=4dou, f = %u’u‘”2 et F (x)= % x2x(4x +5)"2+ C= % Jax+5 +C.
4
M) f'(x) = 4 sin(3x) cos(3x) u (x) =sin(3x), u' (x) =3 cos(3x), d'ou, f= 3 U 'u et

4
sin?(3x) + C= ¢ sin(3x) + C

1
2.1
3 2

. . 1 .
N) f(x) =cosxxsin®x  u(x)=sinx ,u'(x)=cosx dou,f=u'u?etF (x)= 3 sin’x + C.
R) f(x)=(—4) Vx'—12x =(*— 12x)" définie et continue sur [-2 V3 ;0] et sur [2 V3 ; +oo[

1
u (x) =x = 12x, u’(x) =3x2_12= 3(x2 _ 4) , d'ou, f= E u 'y

| 2
etF ()= 7x 3 X =120 + C= 5 ("= 120) Vx'~12x +C.
X 1
U)f(x)= e = x(x2 +4)"? définie et continue sur R. u (x) =x>+4, u' (x) =2x, d'ou, f = 5 u'u'?
1 -
etF (x)= 5 x2x(x* +4)* + C= Vx4 +C

Cas ou f=u'e" une primitive est F = e"
O) f(x) = e *® définie et continue sur R.

1 1
u(x)=-2x+6,u'(x)=-2, dou, f=— -u'eetF(x)=— e+ C.

2 2
K)f(x)= ? e% définie et continue sur ]-oo ; O[ et sur ]O ; +oo[
u(x)= % ,u'(x)=— %, d'ou, f=-u'e" etF(x)Z—e% + C.
L) f(x) =2x e u (x)=x2, u' (x) = 2x, dou f=u'e"etF(x)= " +C

Par intégration par parties sur un intervalle ou u, v sont dérivables et u’, v’ continues.
a et x étant des réels sur le "bon" intervalle, on sait:
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

la primitive qui s'annule ena de fest F: x > [ f(¢)d¢

a

Sif=uv’, on a alors jf(t)dt = [u(t)v(2)], - fu'(t)v(t)dt

D) f(x)=x"cosx (deux intégrations par parties)
u(t)=r" oW =20 v e o [ ¢xsi
v '(t)=cost ,d'ou, [v(t)zsint’f(x)_ [t XSlnt]O - {2t><smtdt =x%sinx—2 {thmtdt

Calcul de f tXsintdt par Ipp
0

u(t)=t .
v'(£)=sint > % |v(¢)=—cost

Jtxsintde = [¢(—cost)]; — [(~cost)dr =—xcosx+ [cosrdt
0 0 0

X
calcul de f costdr = [sin t]z = sin x
0
Finalement;

la primitive de f'qui s'annule en 0 est: F(X) =x%sinx —2 (—x cos x + sinx) = x%sinx + 2x cos x — 2 sin x

H) f(x)=(x+1)sin3x  Onpose: u(x)=x+1etv'(x)=sin3x

Flx)=(x+1)x - (—cos3x)+ sin3 xp oS3 % _ (¥ 1)cos3x
3 9 9 3

Apres transformation d'écriture

2x—1 1 1_1 1 1

= =———X— F(x)==x——=In|x|+C
D (x)=5 v— Il

. x+1 1
Q) sur tout intervalle ne contenant pas —1 ,ona: [ (x)= = dou, f (x)=1n|x—1|+C

x’—1 x—1
S) f(x) = cos*x
On sait: sin®x + cos*x = 1 et cos?x — sin*x = cos(2x)

. 1+ 2 1
On en déduit: cos®x = 1+cos(2x) = — + = cos(2x)
2 2 2
d"F—l+lxl'2+C—l +l'2+C
ou, F(x)= R 5 sin(2x) =5 Xty sin(2x) :
Exercice B page 344

On consideére un cube ABCDEFGH d’aréte 1.
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Le nombre a désigne un réel strictement positif.

On considere le point M de la demi-droite [4E) défini par AM = ” AE .

(Voir une méthode en choisissant un repére orthonormal a la fin de I'exercice)
1- Déterminer le volume du tétraédre ABDM en fonction de a.

1
V= 3 PBxh ou L est l'aire de la base et 4 la hauteur du tétracdre.

Ici: V' = l>< BAXBD X AM = L
2 6a
2. Soit K le barycentre du systeme de | de points ponderés : {(M; a*), (B; 1), (D; 1)}.
a. Exprlmer BK en fonction de BM etde BD .
@ MK + BK + DK =0 equ1vauta
a*( MB + BK)+ K + DB + BK = 0 équivaut a
(@+2) BK =a> BM + BD

2

i I
BM + BD .

a’+2 a’+2

On en déduit que K est un point du plan (BDM) puisque BM et BD sont deux vecteurs directeurs de ce plan.
2

1
Comme 0 < 2a <let0< — <1 alors K est a l'intérieur du triangle BDM.
a+2 a+

Puisque a>+2 # 0,on a: BK =

b. Calculer BK-AM et BK-AD .

2

N I I
D'aprés 2a/, BK-AM = —— BM . AM + —— BD.AM

a+2 a+2
Or, BYIAN (B + AW ). A% = BTN + AW =0+
et BD-AM =0 (La droite (4M) étant orthogonale au plan (4BD) est orthogonale a toute droite
du plan, d'ou, (AM) est orthogonale a (BD))
BK-AM = ,f’ W —

a+2 a a’+2
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2

Diaprés 20/, BR-AD - —°— Bi7 . 4D + —— BD. 4D

a+2 a+2
Or, BM . AD =0 (La droite (4D) étant orthogonale au plan (4BE) est orthogonale a toute droite du
plan, d'ou, (4D) est orthogonale a (BM))
et BD. AD = AD?=1
— 1
BK-AD = e
Onaalors: BK-AM = BK-AD

Comme BK-MD = BK( AD — AM )= BK-AD — BK-AM =0

c. Démontrer 1’égalit¢ DK-MB =0
DK = DB + BK et MB = MD + DB
DB-MD = DB-MA + DB-AD =0-1=-1

DB-DB =2
BK-MD =0
2
—— —— —— —— 1 —— ——
BK-DB= —— BM.DB + —— BD.DB
a+2 a+2
2
4 e 1
= BA + AM) DB - x2
212 ¢ ) a’+2
S a 1
= BA-DB + AM-DB)- X = x2 =1
a2+2( L a+2  ad’+2

Finalement :

DK-MB =-1+2+0-1=0

d. Démontrer que K est I’orthocentre du triangle BDM.

BK-MD =0, donc, la droite (BK) est perpendiculaire a (MD).

Par conséquent : (BK) est une hauteur du triangle BDM.

De méme, DK-MB =0 implique :

(DK) est une hauteur du triangle BDM.
K étant le point d'intersection de deux hauteurs du triangle BDM est l'orthocentre de ce triangle.

3. Démontrer les égalités AK-MB =0et AK-MD =0
Qu’en déduit-on pour la droite (4K ) ?

AK-MB =( AD + DK) MB = AD-MB +0= AD ( MA + AB)=0+0=0

AK-MD =( AB + BK) MD = AB-MD +0= AB.( MA + AD)=0+0=0

La droite (4K) étant orthogonale a deux droites sécantes du plan (BDM) est orthogonale a ce plan.
Comme K € (AMD), AK est la hauteur du tétraedre AMBD.

2

4. a. Montrer que le triangle BDM est isocele et que son aire est égale a 2 unité d'aire.

a
. 1 41
Dans le triangle BAM rectangle en 4, ona : BM?> =BA*+ AM* =1+ —; = >
a a
. 1 a’+1
Dans le triangle DAM rectangle en A, on a: DM?>=DA*> + AM?> =1+ — = 3
a a

On obtient : BM = DM
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(Ne pas hésiter a dessiner un triangle isocele ...)
Soit / le milieu de [DB].
Le triangle BDM étant isocele en M, la médiane [M]] est aussi une hauteur de ce triangle.

1 1 1 1 1 a’+2
= _ - 2 — _— _ - = - - = —_—
MI? = BM? 4BD 1+ 7 1 X > + - o
A A2 2y [ 2
AiredeBDMest:.szQ:M: a;i—2><\/2 _ Na'+2
2 V2ax2 2a

b. Déterminer le réel a tel que I’aire du triangle BM soit égale a 1 unité d’aire. Déterminer la distance AK dans

ce cas.
Va*+2

2a
Comme a > 0, cette €équation est €quivalente a : a® + 2 = 44>

2
On en déduit : a> = g,puisa: \/§ = g

1
Comme AK est la hauteur relative a la base BDM du tétracdre ABDM de volume V' = 6o (Voir 1/)

On résout : =1 qui équivaut a \/ a’+2 =2a.

1 1
Ona: a EX&@XAK.
. 1 2a 1
= — X =
2a " Na*+2  di+2 B B
2
Comme a* = g,onobtient:AKZ \/é = 2\/% = @

Avec un repére orthonormal

On choisit par exemple (A4; AB, AD, AFE)

H G
l
E i F
I
|
:
Mg :
I
I
|
|
|
l
I
I [
De-—-c---—- 7
e

1
Onadonc:B(1;0;0),D0;1;0)etE0;0;1),douM0;0; 5)
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K étant le barycentre de

_OXd +1X14+0x1
Xg= 2 .
a+1+1 Xg= 2+2
_0Xa +0x14+1x1 al
KT s0it, { Vxk="3
. ’ ’ a +2
—Xa +0x1+0x]1 , __4a
a K~ 2
Z,= a +2
K a+1+1
1 1 —a’—1
a’+2 a’+2
— 1 .
On a alors BK 5 , soit, BK 21
a +2 a +2
a a
a’+2 a’+2
0
— |0 ) —_ — 1 a 1
Comme AM ,onobtient: BK-AM =0+0+ —Xx —; = =
1 a a+2 a +2
a
¢ BR. AD =0+ 1x —— +0x —— = —
© ' a’+2 a’+2 a’+2

— 1 —— 1 1 a
MD et BK-MD =0+ — + [——| X
1 a+2

a

On aaussi AK , d'ou,
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