Chapitre 10: Nombres complexes
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6 page 36
f@)=z2-2z+17

discriminant A = b* —4ac = (-2)* —4X1X17 =—- 64 = (81)*
—(—2)-8i

L'équation f'(z) = 0 a donc deux solutions complexes conjuguées: z; = ————— =1—-4dietz, =z, =1+ 4

2X1
Conséquence: f(z) = (z— 1 +4i)(z— 1 —41)
Autre méthode:
On cherche la forme canonique

222 417=@C-1P-1+17=(z- 1P - (16)=(z— 1) - (4iP=(z— | +4i)(z— | — 4i)

7 page 306

f(@)=52+4z+1
discriminant A = b* — 4ac = 4% — 4x5x1 = — 4 = (21)?
L'équation f'(z) = 0 a donc deux solutions complexes conjuguées:

2T oy T 5 T gletm= 2 =- o
; 2 1. 2 1.
Conséquence: f (z) = 5(z + 3 + El)(” i 51)

Autre méthode:
On cherche la forme canonique

2 4 1 2 1 2 1 2 1
5224+4z+1=5[z+ 7 V*— sz + z1=5[z+ = )*— =z }]=5z+ - + Zi)(z+ 7 — Z1
36 page 308
1)z'=z+ 3 —1iestI'écriture complexe de la translation de vecteur W d'affixe 3 —i
2) z '=5 z est I'écriture complexe de 'homothétie de centre O et de rapport 5
Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Chapitre 10: Nombres complexes

3) z'= Z estl'écriture complexe de la symétrie orthogonale par rapport a 1'axe des abscisses
4) z '=—z est1'écriture complexe de la symétrie centrale de centre O (ou homothétie de centre O de rapport —1)
(ou rotation de centre O et d'angle Tr)

s

3 . . , T
5) z'=e "’z estl'écriture complexe de la rotation de centre O et d'angle — .

3
6) z'=-2z est I'écriture complexe de I'homothétie de centre O et de rapport —2
38 page 308
2im 2Tt

1) z'42= eT( z+2) est I'écriture complexe de la rotation de centre €2 d'affixe —2 et d'angle ~3~

2) z'-3+i=z—1+3 équivaut a z'=z—21+6 est l'écriture complexe de la translation de vecteur W
d'affixe 6 — 2i.

1T

= 1N
3) z'+1=e’(z+1) estl'écriture complexe de la rotation de centre Q) d'affixe —1 et d'angle —-

3
r_ 1+ 1\/§ L. \ ' i% ;. . TT
4) z = > Z équivauta z =€~z estl'écriture complexe de la rotation de centre O et d'angle 3

5) z'—i=—(z—1i) est I'écriture complexe de I'homothétie de centre J d'affixe i et de rapport —1 (ou symétrie
centrale de centre J d'affixe 1)

—iTr

6 . . -n
6) z'=e€ ° z est|'écriture complexe de la rotation de centre O et d'angle v

60 page 310
1 a) Résolution de 1'équation: z2 — 6z + 12 =0 (E)
Une méthode:
22—6z+12=(z-32-9+12= (z—-3)*+3
Dot, Z2—6z+12=0e (z—3)?+3=0e (z-3P=32oz-3=3 iouz-3=—3 i
u=3+3iet u =3 3i
Une autre méthode:

discriminant A = b? — 4ac = (—6)? — 4x1x12 =—12 = (2 /3 i)?

D'ou, I'¢quation admet deux racines complexes conjuguées: u = %%—12\/51 =3+ V3iet 7 =3- 3i
b) lul = \32+(-3) =23

- 3. 3 . Vi1
Soit 6 un argument de u: on a: cos 0 = V3~ 2 etsin 0= 23 2

Conclusion: arg(u) = % [21T]

On en déduit: [7] =2 V3 etarg( &)=— % [211]
Remarque: on peut écrire: u =2 V3 e’ etu=2V3 e 3
Da)u—-4=3+3i-4=-1+ 3i

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Chapitre 10: Nombres complexes

1
u—4] = (= 1+(¥/3)" =2 et soit & un argument de u — 4, on a: cos x = — 5 etsinoa= % :
L 2Tt
On en déduit o« = ER [27T]
2m
u—4=2xc¢e°
[} : : [ u _ 2 \/3 _
b) Le module d'un quotient est le quotient des modules, d'ou, w_d - 3 ~ V3
et un argument du quotient est la différence des arguments:
u L 2T L
arg ( 4 ) =arg(u) —arg(u —4) = 6~ 3 ~ o
On peut écrire: uﬁ4 =3 ™2 =_ 3i
u_ uu
-4  u-4  u-4
Donc, aﬁ 4 @pour module 3 et pour argument %
Interprétation géométrique:
Soit U le point d'affixe u et U’ celui d'affixe u — 4
U’ est I'image de U dans la translation de vecteur w d'affixe —4.
L'angle (OU',0U) =— %
On construit facilement le point U’ sur le cercle de centre O et de rayon 2 et on en déduit par translation le point

U.

Les droites (OU) et (OU") sont perpendiculaires.

Par symétrie d'axe (x'x), on en déduit les propriétés des points images de # et u—4
|

2

§
L

61 page 310
1)z2+2 2 z+ 4 =0 (équation)
Une méthode:

PH2\N2z+4=(C+ V2P -2+4=(+ 2P +2=(+ V2P -202=(z+ V2 — V2i)(z+ V2 + V21)

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Chapitre 10: Nombres complexes

D'ou, 22 +2 V2z+4=0sietseulementsi (z+ V2 — V2i)((z+ V2 + V21)=0
Un produit est nul ....
Conclusion: L'équation posseéde deux solutions complexes conjuguées:

2, =2 + VZiet 7, = 7, =—2 — 21
Une autre méthode:
discriminant A = b2 —4ac = (2 V2 )?—4x1x4=8 — 16 =—8 = 8i2=(2 V2 i)
Conclusion: L'équation posseéde deux solutions complexes conjuguées:

N R IT TR N, ¢

Ecriture exponentielle de z, et z,

On a: |Zl| = |Zz| = (_\/5)2-4-( 2)2 =2 etenposant 0 = arg ( Z, ), on a:
V2 2

2

. 3
etsin0= —,dou, 0= e [21T].

Ona: cos 0 =— 5

Comme 2, = Z; ,ona:arg( Z,)=-0[2T]

.31t .31

2= =

Conclusion: Z1 =2X ¢ * et Z2 =2X e *
2) A d'affixe 2, B d'affixe z, , C d'affixe z,, /milieu de [4B].

Pour construire B, construire le cercle de centre O et de rayon 2, et, la deuxiéme bissectrice ...

b)04= 2| =2,0B= |z =2

Complément:

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Chapitre 10: Nombres complexes

AB= |,-2 = (-V2-27+(2) = V8+4V2 =2 2472

Comme OA = OB le triangle OAB est isocele de sommet principal O.

La médiane (OI) est donc aussi la bissectrice de 1'angle (5;1 , 579) ,

—_— 1 —_— —
d'ou, une mesure de (i,0I) = 5 (OA,0B)

Or, comme l'affixe de 4 est un réel strictement positif, OA4 et # sont colinéaires de m"me sens, d'ou,

L ==, 1 3m 31
une mesure de (#,0I) = >4 T %
+ _
c)L'affixede/: z, = 22y _ 2212 +1i —\/25

62 page 310
P2)= 2-47+6z-4
D@E-2)(2-2z+2)=...= 22— 47+6z-4 =P(2)
2) P(z) =0sietseulementsiz—2=0ou z°-2z+2 =0
Résolutionde z°—2z+2:A=..=—4= (2i), dou,
deux racines complexes conjuguées: z; = # =]l—-jet z, =z, =1+1

P(z)=0sietseulementsiz=2ouz=1—-1ouz=1+1
3) Z, :2, Zp =]+1iet Ze =1-1
24l =2arg(z0)=0[2m],

En remarquant que 1 +1et 1 —1i sont des complexes conjugués, on a:

el = kd = V2
a1
arg( Zc) = -arg( Z5) [2n] arg( 25 )= 7 [21]
4) AB a pour affixe | +1—-2=-1+1 AC a pour affixe -1 —1 BC a pour affixe —2i

AB=AC= 2 et BC® =4= AB*> + AC”® ce qui prouve que ABC est un triangle rectangle isocéle en A

Autre méthode

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Chapitre 10: Nombres complexes

Le quotient LR 1+% = i(1+i.) =-
ze—z, —1=1  —(14i)
ouencore Z;—2, = —i(z.—2,)
B est I'image de C dans la rotation de centre 4 et d'angle —%
Ce qui prouve que 4BC est un triangle rectangle isocele en A.
Ce triangle est donc inscrit dans le cercle de centre / d'affixe 1 milieu de [BC] et de rayon B¢ _ 1

2
Index

66 page 311

1) En développant (z°+1)(z°—16z+89) , on trouve z*—162°+902°—16z+89
2) On en déduit que I'équation z*—162z°+90z°—16z+89=0 est équivalente a
Z+1=0 ou 22— 16z+89=0

Or z’+1=0 équivauta z°—i’=0 équivauta (z+i)(z—i)=0

et z22—16z+89=0 équivaut & (z—8)—64+89=0 équivaut & (z—8)’+25=0 équivaut & (z—8) 25i’=0
équivaut a [(z—8)—5i][(z—8)+5i]=0

On en déduit quatre solutions: 7;—1;8+5i et 8—51

3) A(8+5i);B(i), C(—i), D(8—51)

a) b) 8+5i et 851 étant conjugués, ainsi que 1 et —1 , I'axe des abscisses est un axe de symétrie de la
figure.

AC=|-i—8-5i=|-8—6i|]=V(-8)*+(—6)=10

BD=[8—5i—i|=[8— 6i=V8+(=6)*=10

AD=[8—51—8—5i|=|-10i=10
A remarquer et retenir: Dans C | A étant un réel, on peut toujours factoriser z°+ 4

Si A est positif, on écrit 4=—i> 4 pour faire apparaitre une différence de deux carrés.
Exemple: z°—5=(z—5)(z+5) Z+5=2"=51"=(z—51)(z+1/51)
Le symbole V n'est pas défini sur C . On ne peut pas étendre la définition sur R a €C en gardant les
propriétés de V.
En effet: supposons qu'on puisse noter i=+—1 . Par définition de v , il faut V—1xy—1=—1
Par propriété des racines carrées, il faudrait: v —1xvV—1=v(=1)x(—1)=V1=1
d'ou, la contradiction.

71 page 311
(E): z'4+7+24i=0 (E):z*+7+24i=0
1)2022—i

Calcul de z,
Q-1)'=[2-1)P=0B-4i>=-7-24i
Onadonc: zy = — 724

et (E) < z'=-7-24i

dou, (E) & 2= z,

Par conséquent: (E): z'—z,=0

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Commentaire:

La méthode est générale.

Soit une équation du type f(z) = k ou k est une constante complexe.

Soit zy une solution de cette équation: autrement dit f(zo) = k est une égalité.

En remplagant k par f(z), on a: f(z) — f(zo) = 0

2) z'—z, estla différence de deux carrés.
4 4 2 2
z—zy =(Z—- 7))@+ z)
Or:z2+ zp =22— (iz,)

2'—zy =(z—20)(z + 20)(z — iz0)(z + izo)

Les solutions de (E) sont: zo=2 — 1, —zy=-2 + 1, izo= 1 + 21, —izp=1 - 2i
3) Soient A(2 —1), B(1 + 21), C(-2 —1), D(1 — 21)

2_ E
c 1]
T 1 T T T T
3 2 -1 8] 1 2
1] A
.2_

2 —iet—2 + 1 étant opposés, ainsi que 1+ 2i et 1 —2i, les segments [ AC] et [ BD] ont le méme milieu O.
ABCD est donc un parallélogramme.
AC apouraffixe —4+2i et BD apour affixe —2—4i .
Onadonc AC=|-4+2i|=25 et BD=|-2+4i|]=2+5
Les diagonales du parallélogramme ABCD étant isométriques, ABCD est un rectangle.

Onaaussi: AC.BD=(—4).(—2)+2.(—4)=0

Les diagonales du parallélogramme ABCD étant perpendiculaires, ABCD est un losange.

Finalement: ABCD est un carré.

D'autres méthodes sont possibles:

par exemple, comme la multiplication par i est I'écriture complexe d'une rotation directe de centre O et d'angle

s : :
5 B est I'image de A4 dans cette rotation ....

Zgp  —2—4i  i(-442i) . i« L — ==, T
- T Tar2i T 4+ =i= ,'2 . On en déduit une mesure de (AC,BD) = >
78 page 312

1) M est le point d'affixe z = -2 "

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Or, e™ =—1, d'ou, —2e"° = 2x ¢ xe/™=2¢l®*™

Quant 0 décrit R, 6 + 1t décrit IR.

z est donc le nombre complexe de module 2 et d'argument 0'= 0 + Tr.
M décrit le cercle € de centre O et de rayon 2.

2) M daffixez'=1-2e"=2z+1

M’ est I'image de M par la translation de vecteur i .

M’ décrit I'ensemble €', image de € par la translation de vecteur

€' est le cercle de centre O’ défini par OO’ = i et de rayon 2.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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& M= (2;1.54 rad) M'=(2.26; 1.08 rad)
s 0 9 » 08 .,
& L 2 - & ]
o o ® .
L L .
- ® 1.5 -
. . s o o
o o . -
L] L]
1] ] ]
. . .
- .
.
- L] 0.5 - L
L ] L ]
- -
. .
o) o' . .
; . : . = . e : >0 ; T T
3 2.5 '-2 -1.5 '-'I -0.5 0 0.5 1 1.5 el 2.5 »
* * il il
” L
- 0.5 ] . .
) . :
. .
.
. . 1
- - ]
. . '3 'y
. .
.
] ® .15
. s ] -
- . *
=_ L L]
; 1.6 . . L. .
® ollg 0 ® 8 4 40 *
25|
Calcul du module au carré de z".
Ona: |z']2=2z'xz" =(1-2e9)(1 -2e™®)=1-2(c°+e¢™)+4=5—4coso.
88 page 213
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal direct (O; #,V)
a) A d'affixe 3 —1 et B d'affixe -5 — 71
Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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rj 3_\.0

b) OABL parallélogramme si et seulement si OL = 4B
OABL parallélogramme si et seulement si 2, = z; — 2, =-8 — 61

2a) C est I'image de A4 par la rotation de centre O et d'angle U ,

dou, zc = ™ z, =iz, =1+3i

b) D est I'image de B par la rotation de centre O et d'angle —

N |5

d'Oﬁ, Zp = ei—Tr/Z Zp = Zp =_7+51

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
10/24 E:\docs_lycee 10_11\TS\Livre_TS\chap 10.odt 20/04/11




Chapitre 10: Nombres complexes

o . . Zctzp .
¢) M milieu de [CD] si et seulement si z,, = > =...==-3+4
z,  —8-6i 2i(4i-3) _.
) T T34 T 3441 2
ZL . .. ., . . . 2L
2 est un imaginaire pur et la partie réelle 2 est strictement positive, d'ou, arg P 5‘1’2/{1'(;/{6 Z.
M M
ZL —— —
Or,arg — = (OM , OL)
Zym

b) Comme (4B) || (OL) et (OM) L (OL), (OM) est perpendiculaire a (4B) et par conséquent est la hauteur issue
de O dans OA4B.

89 page 313
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal direct (O; %,V)
A d'affixe z, =1 et Bd'affixe Z; =2 ¢t 0 € ]0; 1[.
M est le point d'affixe z=1+ ¢*'°
1)Ona: |z—1] =| ' |=1avec 20 € ]0; 2[.
On en déduit: AM = 1.
Sio=0ousi0O=m,ona: 1+ " =2
L'ensemble E est donc le cercle de centre 4 de rayon 1, privé du point B d'affixe 2.
2) L'écriture complexe de la rotation de centre O et d'angle —20 estz'= ¢ >’ z.
L'image de M est le point M' d'affixe z'= ¢ > (1 + ¢*)= e ?* +1=1+ ¢ >
Or, z = 1+ =1+ 2% =1+ ¢ 21,
Conclusion: z'= z
Pour démontrer que M’ est sur le cercle € de centre 4 et de rayon 1, il suffit de faire:
AM'= |z'—1| =] ¢ |=1.

Mais, on peut aussi analyser le fait que 4 est sur I'axe des réels, donc, que 1'axe des abscisses est un axe de
symétrie du cercle € de centre 4.

L'égalité z'= Z montre que M' est le symétrique de M dans la symétrie d'axe (O; ).

Comme E < €, le symétrique est aussi sur €. (Comme B est 'image de B par cette symétrie, le point B reste
exclu du cercle image).

w|:|

3) Dans toute la suite, on choisit 0 =

2
Soit » la rotation de centre O et d'angle — Trr et A" I'image de A4 par r.

a) L'image du cercle € de centre 4 et de rayon 1 est le cercle €' de centre A'= r(A) et de rayon 1.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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-2im/3 1 : \/§

A'apour affixe: z, = ¢ =_ — i =

b) On sait: AM=1et O4 = 1.
Le triangle AMO est isocéle.

11 suffit donc d'évaluer l'angle (40, AM) = (OA, AM ) — = (

Fl
N
S
|
=
I
|
=
I
|
|

L'angle OAM = %

Le triangle isocele AMO est donc équilatéral.

On peut aussi calculer OM = |z| ,

IIE e'™* qui a pour module 1.

2

N|$‘
N | —

Z:1+621W/3:1_E+1

c¢) Il est évident que OA4 = 1 et dans la rotation de centre O, on a: OA4' = OA.
Comme OA4'= 1, le point O est sur le cercle €.

O est donc commun a € et a €.

Puisque M € €, son image par r appartient a r(€) = €".

Or, on a montré au 2) que M' € €.

€ et €' ont deux points communs O et M.

Comme € et € ne sont pas confondus, les deux points d'intersection de € et €' sont O et M.

Meéthode analytique:

V3

1
€ et € ont pour équations respectives: (x — 1> +)? =1l et (x + 5 P+t 73 2r=1

En développant x> +1? —2x=0 (1) etx2+ )2 +x+ 3y =0(2)

Les coordonnées des points d'intersection sont les solutions du systeme formé par les deux équations (1) et (2):
On peut faire par différence (2) — (1): 3x + V3 y =0, soit, y =— V3 x.

En remplacant dans (1), on a: 4x*> — 2x = 0, soit, 2x(2x — 1) = 0.

V3

| o1 N3
x=0oux= 2,puls,51x—0,y—Oetswc— 2,y—— )

. 1 .
Il reste a vérifier que M’ a pour coordonnées ( 55 73 ) (par exemple, en prenant le conjugué de l'affixe de

M).
13
d) 2 == 5 —i

ﬁ) i—i—3
2 2 2

) 1
P symétrique de M par rapporta A, d'ou, zp =2x z, — z), =2 —( ) +1

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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z,+zp

Le milieu de [4'P] a pour affixe: AT =7 -1 —= = Zy

1
2 2
Autre méthode: Calculer 1'angle orienté (54", 6]\7[) pour l'alignement des points et la longueur O4’'= OM =1

pour milieu.
A est le milieu de [MP]
Droite des milieux (ou Thales)

—_— 1 —_—
OA = ) A'P
Utiliser 1'image du triangle équilatéral AMO pour I'é¢tude de A'M' ...

Conclure.

97 page 315
L'application T étudiée dans cet exercice s'appelle une inversion
: .2 .
;é I — = +— . =
z#1,z'= f(z)=i — Remarquer: z'—1 —
T application du plan privé de 4 d'affixe i définie par T(M)=M"' ou Met M ' sont d'affixes respectives z
et z'.

la) (z'—i)(z+1)=2 ,dou, arg[(z'—i)(z+i)]=arg2=0 [2m]
Onaalors: arg(z'—i)+arg(z+i)=0 [2m]
Or, comme Z+i estle conjuguéde z—i ,onsait: arg(zZ+i)=—arg(z—i) [2m]
On en déduit: arg(z'—i)=arg(z—i) [2]
Finalement: (ii, AM ')=(&i, AM) [21T]
Les vecteurs AM et AM ' sont colinéaires de méme sens.
Les points A, M, M ' sont alignés.
M'e] AM ) (demi-droite d'origine 4 ouverte en A)

Complément: on peut aussi tirer de (z'—1)(Z+1)=2 : |z'—i|l.]z—i]=2 , car, [z+i] = |z—i| = |z
d'on, AM'.AM =2  Plus M s'approche de A, plus M ' s'éloigne sur (AM) et réciproguement.

b) M'"'=T°T(M) daffixe z'’

.2
z''=f(z")=1+=—
sz z'+1
- . 7 0 2 2 . , ' . . . I3 . ,
Or, z'+i=z'—i= P (le conjugué d'un quotient est le quotient des conjugués et le conjugué du
z+i) z—i

réel 2 est 2)
Finalement; z''=i+(z—i)=z
T°T est l'identité du plan privé de A.

¢) Soit J I'ensemble des points invariants par 7:
M (z)eJ équivauta f(z)=z
équivauta z#i et (z—i)(z+1)=2
équivauta z#i et |z—i’=2 ,car, Z+i=z—i Rappel: 7.Z=|z[
équivauta M#A et AM*=2
J est le cercle de centre 4 et de rayon V2

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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2) z=1+i+e? ,ou O€R .Bestle point d'affixe 1 + i

—T . T
a) Lorsque 0 décrit ]T,El , M décrit le demi -cercle I' de centre B de rayon 1, privé du point / d'affixe

. i N . L0
I+ite “=1 ¢t dupoint K d'affixe 1+i+e “=1+21 ¢t contenant le point N d'affixe IFite =2+
(c'est le demi-cercle ne passant pas par 4 puisque Z'Azi,e:’ez—lzelTr lorsque 0=Tr [21‘(] )
b 2 —ie 2 2 2
) ZH I-ite '+ 1+e
. 2
Or, -is i3 i3 o »dou, z'—1=
e 2(62+e 2 =14¢7" —ig( 2 —i%)
e “\e’+e
0 0, .. 0
7 cos<+1sIn—
Qe 0 | e’ 272 0
Comme (e “+e =2005§,0n0btlent: z'—1= 0= :l+1tan5
CoS— COS—
2 2
x'=1
Enposant z'=x'+iy’ , on obtient le systéme y’—lztane—
2
Donc M ' appartient a la droite d'équation x=1
0 _|-t.m
c) MeT équivauta M'EL et EE TJZ

équivauta x'=1 et y—1€

4 4

M I ) ) .
tan (——) ; tan—[ car, la fonction tan est strictement croissante sur

|43

—T.
4 9
équivauta x=1er y€]0;2[
T(T) estle segment ouvert ]IK[ ([IK] est un diamétre du cercle de centre B et de rayon 1)

Compléments:

Pour construire M ', placer M sur I | tracer la droite (AM) et M’ estle point d'intersection de (AM)
et de la droite d'équation x=1 .

On peut démontrer que tout cercle passant par 4 (4 exclu) a pour image une droite paralléle a 1'axe des
ordonnées et réciproquement, toute droite parall¢le a I'axe des ordonnées a pour image un cercle passant par A
(4 exclu)

Toutes les droites passant par 4 (4 exclu) sont globalement invariantes, car, 4, M, M ' alignés.

Plus généralement, une construction de M'.

Soit C; le cercle de centre 4 et de rayon 1, B un point de ce cercle extérieur a (AM) (ainsi AB=1).

Soit C, le cercle de centre 4 et de rayon 2 et C le point d'intersection de C, avec la demi-droite [ AM )
(ainsi AC=2).

La paralléle 2 (MB) passant par C coupe (4B) en N.

Montrer que le cercle C; de centre A passant par N coupe la demi-droite [ AM ) en M ' .

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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98 page 315
a et b désignant des nombres complexes ( a#0 ), fest la transformation qui, a M (z) , associe M’ d'affixe
z'=az+b
M, est un point différent de O
M, =f (Mn)
Partie A
a=p+iq,b=r+is , ou, p, q, r, s sont des réels. (condition nécessaire pour écrire ensuite Z, sous forme
algébrique)
( u, )et( v, )sontles suites de réels ou ( u,,V, ) est le couple de coordonnées de M, .
Autrement dit, l'affixe de M, est u,tiv,
1) Posons z, laffixede M, .
Ona: z,,=f(z,)=az,+b
u, +iv, =(p+iq)u,+iv,)+(r+is).
En développant et en identifiant les parties réelles et les parties imaginaires, on obtient:
U, =pu,—qv,tr etv, ,=qu,+pv,+s
2) Uy =PU, =GV, T et YV, =qu, TPy, TS
U, =pu,—qv,tr et v, ., =qu,tpv,+s
Par différence et aprés factorisation:
un+2_un+l:p(un+l_un)_q(vn+l_vn) et vn+2_vn+l:q(un+l_un)+p(vn+l_vn)
3) ¢=0 Onaalors: U, o~ =plu,,—u,
a) Une condition nécessaire portant sur p ...
C'est-a-dire: si ( U, ) est une suite arithmétique alors le réel p est ....
L'hypotheése est: ( U4, ) est une suite arithmétique non constante
par conséquent U, , U, =U, —u, et u, Fu,
Conclusion: (Nécessairement:) p=1
Lorsque ¢=0 , cette condition est suffisante: si p=1 alors, pour tout entier naturel n, u,,,=u,+r
La suite (#,) estune suite arithmétique de raison r.

Comme C]ZO s pzl et vn+2_Vn+1:q(un+1_un)+p<vn+1_vn) , onen déduit: V2 T Va1 = Va1~V
La suite ( v, ) est donc une suite arithmétique.
La suite (v,) est une suite arithmétique de raison s.

b) Puisque p=1 et ¢g=0 , a=1 et z'=z+b.
fest une translation de vecteur W d'affixe b. (autrement dit, pour tout M du plan, MM ' a pour affixe
le complexe b qui ne dépend pas de M)

4) qg=r=0 et p#0 et p#Il . Onaalors: a=p et b=is et z'=pz+is
a) D'apres 1), pour tout entier naturel n, u,.,=pu,—qv,+r  dou, u,.,=pu,
Comme p est un réel non nul et différent de 1, ( %, ) est une suite géométrique de raison p non nulle..

b) On cherche un point Q tel que f(Q)=Q
On cherche donc w solution de I'équation: z=pz+is
Résolution de: z=pz+is équivaut & z(l—p)=is . Comme 1—p#0 et 1—p réel, on en déduit une

solution unique w=i 1

s
z'—w=pz+is—i =pz+i
I=p

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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On obtient donc: QM '= p QM et p réel différent de 1.

fest 'hnomothétie de centre €2 et de rapport p.

¢) Puisque u,.,=pu, ,ona: u,=pu, . (Remarque: Pour tout entier naturel n, on a: u,=p"u, )
Si M ,#M,u,#u, Parconséquent: p#1 .

On peut donc appliquer le 4b). On alors: Pour tout entier naturel n, QM , ,=pQM

Les points €, M,, M, ., sont alignés.

On a donc: Q, MM, alignés, puis, €, M, M, alignés, puis, , M, M; alignés... (démonstration
complete par récurrence en cours d'année).
d) n étant un entier supérieur ou égal a2 et G, l'isobarycentre des n points M ..., M, |  ona:

1
x, affixede G, est: ;(u0+ul +.u, )
On reconnait la somme de n termes consécutifs d'une suite géométrique de raison p différente de 1.
1 ( 1-p"

anz 2 l—p

Si —1<p<l ,lasuite (p") converge vers 0 et par conséquent la suite X, converge

1
Si p=—1 ,lasuite (—1)" prend alternativement les valeurs —1 et 1, d'ou, 0< an; |u0‘

D'aprés le théoréme des gendarmes (#,) converge vers 0

Si p<—1 ou p>1 ,lasuite( 4, )diverge (car, ( % ) diverge lorsque p>1 (croissance comparée...)
Partie B
0 estunréel, ¢ —¢'%=cos0+isin® et b=0
1) z'=¢""z est I'écriture complexe de la rotation de centre O et d'angle 0
2a) M, étant différent de O, OM (#0 |
Par définition de la rotation, OM ,=OM , ,=..=0OM ,=0M
Les points MM ..., M, sont sur le cercle de centre O et de rayon OM, .
b) MyM,=M M,=..=M, M,
car, ce sont les cordes du cercle sous-tendant des arcs de méme mesure 0 .

T T
My=M, sietseulementsi n0=2m  [2T] sietseulementsi 0=2 " l2 ;l

) ) 21 4T )
Par exemple: si n=3 , on a les rotations d'angle T’T’zﬂ ...quiaménent M; en M,

. . Tt .
3) Construction dans le cas M o(1+1i) et 9=g D'apres ce qui précede

M12:M0,M13:M1,M14:M2,M15:M3

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Partie C
azﬂ et b=0 z'=az
4
1 —TT 1 -5
=— argl(a)=— =—
1a)|a|2et g()3. a=e
—TC 1
Soit 7 la rotation de centre O et d'angle 3 et h I'hnomothétie de centre O et de rapport 5
1
M étant un point d'affixe z, h(M)=M"'' est le point d'affixe 57 et r(M'') est le point d'affixe
*l’ﬂ 1

e Ez:az=z’ affixe de M’

Onabien: f=r°h
S _ ——— —3-i\3

b) z, étant l'affixede M,,z,,,=az, et M,M, ., apour affixe Zn+l_Zn:Zn(a_1>:ZnT
—3-iV3|_3
4 2

2

Z, Z

n

Onadonc: OM,=lz,|,OM , =la z,|=lal.

~[3k!) <3k

On en déduit que OM M ., estun triangle rectangle en M, ., (demi-triangle équilatéral)
YVl 1 —iTr _1
2a)Laffixede O, est z,..= 1/ 1/(z, )=z, =3¢ "z, == 12,

Zn

et MnMn+1:

Z n Zn

Z

n

Comme

n n

h est donc 1'homothétie de centre O et de rapport 3

b) Par conséquent, le centre O de I'homothétie, le point M, et sonimage M,,; sont alignés.
3) M, d'affixe 8 D'aprés 2a) l'affixe de M ; est —1
On construit les demi-triangles équilatéraux indirects OM (M| | puis, OM M, ,puis OM,M; .

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Par exemple, M, appartient au cercle de centre O et de rayon 4 et au cercle de diamétre [OM | et
OM M | est indirect.
V3

4a) M M ,=0OM ,sin %: 8 N 443 (triangle rectangle ...)

M1M2=OM1sin%

La suite des longueurs M, M, ., est une suite géométrique de premier terme / 0=4\/§ et de raison

=7

L . g . 1—¢q"
d, estla somme de n termes consécutifs de cette suite géométrique, d'ot, d,=4+3 ( 1 q )
—-q

c) Puisque O0<g<1 , (4") converge vers 0 et (d,) converge vers
1
43 (—
(l_ﬁ) = 8V3(2+V3) = 16V3+24
2

yi

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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B page 316 ¥
La suite (0(") de nombres réels définis par
="
2
®K, =X +5—1T
n+1 n 6

et M, point du cercle C de centre O de rayon 1
tel que (u;0M,) = &,

l)Points M(), M], Mz,... M]]

2) D'apres la définition de la suite (,) , la suite
est une suite arithmétique de premier terme ®, et

*

) STt
de raison — .
6
On en déduit: pour tout entier naturel n,
STt ™ Snm
®, = Rpt+t—Xn = —+
6 2 6

Comme OM, =1let (#;0M,) = «, , laffixe

i(3+5nn)
j 2 6
de M, est z, = Ixe'™ = e
(e s PR L v
1Tt
3)a) z,,, = © e xe'" =~ e =— z,,car, € =¢ =-1

Les affixes de M, et M,,s étant opposées, O est le milieu de [M M n+6] et les points sont
diamétralement opposés.

i(3+5<"+12>“) i(z M) i(l M)
Zppn = e'0 ¢ = ¢!’ OIxe"m = ¢\ )=z, car, " = " =1
Les affixesde M, et M, ,, étant égales, les points sont confondus.
e B I i 10 —2
b) Zyy = € 2 6 = € 20 xe’ = € 32,, car, ? = T T+ 2X2 1T
M M _ 72i.;7 T
n ntd = |Zuta T 24 = e zZ,—zZ,| = |e 3—1 Xz
-2 ~1 V3. -3 3.
z| =lete -1 = ——i-1 = ———i
or fz) =le 2 2 2 2
—2i— 9 3 —
'O1) c 3—1‘ = \/_+_ = \/3
d'ou, 474
Conclusion: M, M, , = 3
Ce résultat prouve que pour tout entier naturel k, ona: M, M., = V3

On a donc, en faisant, k = n+4, puis k=n+8, M, M, o = M M,  ,, = V3 B
Comme M, = M, ilvient: MM, , = M, M, = M, M, = 3
Le triangle M M, ., M, ¢ estéquilatéral.

Autre méthode: I'égalit¢ z,., = € ~Z, prouveque M, , estlimagede M, dans larotation de centre O

TT .
et d'angle 3 etque M, estcellede M, ., par cette méme rotation...

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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C page 316 S =

Soit A le point d'affixe 4. on note d la droite
d'équation x=4 , privée du point A4 .
A tout point M différent de A d'affixe z, on
associe le point M ' daffixe z', tel que .
_z—4
4-z
1 a) B estle point d'affixe 1+31
l'affixe b’ de B' associé a B est

, 143i—4  —3+3i (—1+i)(1—1) _

ZI

T 4-1431 3+43i 2
b) Soit x€R, x#4. Le point R’ d'affixe x'
-4
associ¢ a R d'affixe x est: =2
4—x Tous les points de d ont pour image S’ d'affixe 1.

c) S est un point de d d'affixe 4+iy avec
y€R" . L'affixe s’ du point S’ associé a S est
_4+iy—4 )

C4—d+iy

d) Réciproquement, si z'=1 alors z—4=4—2 avec z#4. z—4=4—2 implique z+z=8, soit R(z)=4.
Ce qui prouve que le point M €4 .

Les ¢) et d) prouvent: z'=1 si et seulement si M € d (Rappel: d estprivée de 4 d'affixe 4)

=4l _(x—aPty?

Tous les points du plan ont leur image sur le cercle de
centre O et de rayon 1.

!

2)a) z#£4, z|l=r—= ——=1 (Autrement dit: M " appartient au cercle de centre O et de rayon 1)
4=z (4=xP+y
z—4 z—4—4+4z _z+z-8 2(x—4
'_1= —1= = =
b) z#4, = 4—z 4-z 4-z 4—z
dop, 2oL 2lx=4) 204 L bre réel. (Autrement dit: STIF ot Zif sont colinéai
ou, —— 4—z)(z—4)  ——4| qui est un nombre réel. (Autrement dit: e sont colinéaires)

La droite (S'M ') est bien définie car, M & d , donc, z'#1 d'aprés 1d)et M '#S’

Les droites (S'M ') et (AM ) sont paralléles.

¢) M étant donné en-dehors de @, M ' est le point d'intersection du cercle de centre O et de rayon 1 et de la
paralléle & (AM ) passant par S'.

Exercice E page 317 .Nouvelle—Calédonie novembre 2000
1.a. Résoudre dans C I’équation z* —2z + 2 = 0.

discriminant A = p> —4ac =4 =4i> = (2 1)?
Les solutions dans C sont donc les complexes conjugués: z; =1 —ietz= Z; =1+1i
Préciser le module et un argument de chacune des solutions.

=]

etezdeZQestezz—Glz .

[1—i] = [14+i] = V2 et un argument 0, de z; est — = 4

4
Ecriture exponentielle des solutions: z; = V2 ¢ ™* etz,= 2 ¢™*
b. En déduire les solutions dans C de I’équation
(—iz +3i+3)*—2(—iz +3i+3)+2=0.
D'apres le a), les solutions de cette équation sont les solutions des deux équations suivantes:

—iz+31+3=1-1et—-iz+31+3=1+1

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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—iz+3it+3=1l-1ie-iz ="2-4ieoz=-21+4 (remarquer: —izX 1 =z)
—iz+3it+3=1+tie-iz =-2-2iez=-2i+2

Les solutions de (—iz + 3i + 3)* — 2(—iz + 3i+3) + 2 =0 sont {4 —2i; 2 — 2i}

2. Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (O; U,V) d’unité graphique 2 cm. On considére les
points 4, B et C d’affixes respectives za =1 + 1,z = Z, , zc = 2Zg.

a. Déterminer les formes algébriques de zg et zc.

ZA:1+i,ZB: Z_A :l—i,Zczzszz—Zi.

b. Placer les points 4, B et C
c. Montrer que les points A4, B et C appartiennent au cercle (€' )de centre / d’affixe 3 et de rayon /5.

M= lz,—z ] = 1+i=3] = |-2+i] = V(-27+1> = V5

IB=...=|-2-i = 5
IC=..=|-1=-2i] =5

zo—3
d. Calculer .

ZA_3
zo—3 _ —1-21 _ i(i-2) _.
-3 —2+i  —2+i !

en déduire la nature du triangle /AC.

Le résultat précédent montre que: zc — z1 = 1(za — zi), d'ou,
. . T .
C est I'image de 4 dans la rotation de centre / et d'angle 5 (quart de tour de centre / direct)

IAC est un triangle rectangle isocele direct en 7 .

e. Le point £ est ’'image du point O par la translation de vecteur 2 IC . Déterminer Iaffixe du point E.
Laffixe de 2 IC est2(-1 —2i)=-2—4i

Onadonczg=0+(-2-4i)=-2-4i

f. Le point D est I’'image du point £ par la rotation de centre O et d’angle % . Déterminer ’affixe du point D.

im/2 (ZE _ ZO)

D'apres I'écriture complexe d'une rotation, on a: zp — zo= e
Zp = iZE = 4 — 21
g. Démontrer que les droites (4B) et (CD) sont perpendiculaires.

La droite (4B) est parall¢le a I'axe des ordonnées puisque les points 4 et B ont la méme abscisse (leurs affixes
sont des complexes conjugués)

La droite (CD) est parall¢le a I'axe des abscisses puisque les points C et D ont la méme ordonnée —2.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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1) A
0.5
0O [
25 2 -1.5 1 -0.5 0 05 1 15 2 25 3 35 4
0.5
_‘]-
B
-1.5 |
-2
C D
2.5
-3
-3.5
-4 |
E

Quelques remarques a propos des 1a) et 1b)

On considere la transformation 7': z +— —iz + 31 + 3 qui peut se décomposer en une rotation » de centre O et

LA : s :
d'angle — 5 suivie d'une translation ¢ de vecteur w d'affixe 3 + 3i.

Eneffet:z 5 —iz 5 —iz+3+3i
D'apres les calculs du 1b), le point C d'affixe 2 — 21 a pour image par 7 le point 4 d'affixe 1 +1.
et le point D d'affixe 4 — 21 a pour image par 7 le point B d'affixe 1 — 1.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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2_
1] 'TA
o’
T T T D.’ T T T T
3 2 1 “la 1 2 3 4

Le segment [CD] a pour image un segment [C'D'] par r tel que CD = C'D"et (CD) L (C'D")
et le segment [C'D'] a pour image le segment [AB] tel que AB = C'D’ et (4B) || (C'D")

Autre remarque:

z-—3
En montrant au 2d) que zC 3" 1, on montre que C est l'image de A4 par la rotation de centre / d'affixe 3 et
-
. LS

d'angle 5

A Zp=3 . . . . .
On montre de méme fagon que - 3 | (zn—3=4-21—-3=1-2ietzg—3=1-1-3=-2-1

o

eti(-2—-1)=1-2i)
Le segment [CD] est donc I'image du segment [AB] par la rotation de centre / d'affixe 3 et d'angle us ., d'ou,

2
AB=CD et (4B) L (CD)

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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15]  g=277rad
',_

a 245 2 25
25
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