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Chapitre 11

1 page 334
ABC équilatéral de coté a, [ milieu de [BC]
BCBA=BCBI=28C=L | QA= dT=—ar="2a AB-AT= 4B ACcos BAC=—
a a
3 page 334

ABC isocele tel que AB=AC=5 et BC =8 . H pied de la hauteur issue de B

AB-BC = > CB-BC =- 5 x64 =-35

—— —— 1

AB-AC = E(ABz+AC'Z—BC2)=—7

—— —— —— —— . —— —— —— —— 7
AB-AC = AH-AC .Onendéduit| AH-AC |=T7et| AH-AC |=AH.AC, donc, AH = 5

Remarquer: AH-AC <0, donc, H extérieur a [4C].

4 page 334
I milieu de [4B]
a) MA> —~MB>= (MI+1AY — (MI+IB)’ = MI>+ IA>+2 MI-IA —(MI >+ IB>+2 MI-IB)
=2 MI-(IA—1B) =2 MI-BA Car, IA=IB.
b) MA-MB=(MI+14)(MI—1I4)=MI*—14> car IB=—1I4

6 page 334
ABC rectangle isocele en A, I milieu de [4B], J milieu de [AC], K milieu de [CI]
Evaluons  AK-BJ AR=AC+2 Tl ot BI=Bi+ AC

Le développement donne:

ZE'EJZZE'EZ—F%A—»C'Z@—F%&'EZ—F%&'ZE ,or, ACLBA et le projeté orthogonal de CI sur
BA est Al etceluide CI sur AC est CA

Comme AB=AC , on obtient: ZIZ-Ej:O+%AC2—%BAZ—%AC2:O

8 page 334
IJKL est un losange tel que /K =4 et JL =6. (Autrement dit : les longueurs des diagonales)

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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J 0 :;)L
.

K

En appelant O le centre du losange et en sachant que les diagonales sont perpendiculaires en O, que I = JK ,

on obtient :

1) IL-LJ = OL-LJ =— 5 LJ2=— = LJZ=—18

IL-JK = IL-TL =1L>=2>+3*=13

—— = 1
ILIK = 101K = 5 IK*=38
2) IL-1J =IL.1J.cos (IL,1J)

) =1IL-IL + IL-LJ =13-18=-5

IL-TJ = IL-(IL+LJ
De I'égalité : IL.IJ.cos (IL,1J) =—5 et comme IL = IJ= +/13, on obtient : cos (IL,1J) = G

Approximation (en degré) :

=0
11Z2. 6193843

La calculatrice donne JIL ~ 112,6°

10 page 334
A(1;-2),B(2;3)et 1 (-3;5)
1) Un point M(x; y) appartient a la droite & passant par A et de vecteur normal 7 si et seulement si AM -7 =0
On a donc: (x — 1)x(=3) + (y + 2)x5 = 0 est une équation de Y.

. 3 13
En réduisant,ona: y= —x— —|—
5 5
2) Une méthode:
La médiatrice & de [A4B] est la perpendiculaire a [AB] en son milieu /.

D'ow, M(x; y) appartient 4 & si et seulement si IM -AB =0

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
3/29 E:\docs_lycee 10_11\TS\Livre TS\chap 11.odt 10/02/11




Chapitre 11: espace

301
OrI( 53 ). B (;)

3 1 )
(x— E)X 1+@- E)X5=Oestune équation de 6.

Apres développement, réduction .... x +5y—-4=0
Une autre méthode:

La médiatrice & de [A4B] est 'ensemble des points M équidistants de 4 et B, d'ou, M(x; y) appartient a & si et
seulement si MA*> = MB* (I'équivalence est assurée car les longueurs sont des réels positifs)

Onadonc: (x—1)*+(y+2) =(x-2)*+(y—3)* . Apres développement, réduction, ...
x+5y-4=0...
3) Une méthode:

1
La parallele # a & passant par B a pour coefficient directeur 5 d'apres 1'équation réduite de &.

1
On a alors: une équation de 7 est y = — 5 X +p.
e 1 . 17
Comme B appartient a 7, il vient: 3 =— 5 X2+ p, soit; p = 5
. . 1 17
Une équation de 7 est: y =— SYT 5

Une autre méthode:

La paralléle # a & passant par B est la droite perpendiculaire a (4B) passant par B, d'ou, # est la droite passant
par B de vecteur normal AB .

D'ou, M(x; y) appartient 2 7 si et seulement si BM - AB = 0.
(x —2)x1 + (y — 3)x5 = 0 est une équation de 7.

Apres développement, réduction .... x +5y—17=0

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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13 page 335

a) M (x,y)eC , cercle de centre A passant par O équivauta AM=AO0 équivaut a
(x=3)"+(y+4)’=3"+(—4) équivauta x’+1°—6x+8y=0
b) M(x,y)EA tangente a Cen O équivaut OM LOA équivauta 3x—4y=0

14 page 334
AQ2;-5) et B(-4; 3)
1) Soit C(3; 2). C appartient-il au cercle de diamétre [4B]?
Une méthode

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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On détermine le centre Q et le rayon » du cercle.

X, +Xxg
Xo=— 7 =~ 2, o2
AB
Q 2 ot = _ N6'+38 _5
_YatVs_ 2 2
Yo )
.—’XB_xA:_6 v Il 7,02 _
Rappel: 4B y—y,=8 ,d'ou HAB” =V(-6)+8 =10
B A

On calcule QC
Comme Q C (3_(_ 1)) = (4) ,ona: QC= y4’+3%? =5, donc, ....

Une autre méthode
Si CA-CB =0 alors C appartient au cercle de diamétre [4B].

— [ 2-3 )\ _ (-1 = [-4-3|_ (-7
a [25)- () @ (35 - [
Le produit scalaire étant nul, les vecteurs sont orthogonaux.

Le triangle ABC est donc rectangle en C et, par conséquent, inscrit dans le cercle de diametre [AB]
Remarque: Le résultat reste vrai lorsque C = A ou C = B

,d'ou, CA-CB = (-1)x(=7) + (=7)x1 =0.

2) Equation du cercle de diamétre [AB]
Une méthode

On détermine le centre €2 et le rayon » du cercle.

On a montré Q(—1; -1)etr=35

M(x; y) € €(Q; 5) si et seulement si QM = 5 si et seulement si QM? = 25 (équivalence car longueur)
Or, OM?=(x —(-1))*+ (y—(-1))*=x2+)>+2x + 2y + 2

Une équation de €'(Q; 5) est: x2 + > +2x +2y—-23=0

Une autre méthode

M appartient au cercle de diameétre [4B] si et seulement si MA-MB =0

Or, MA-MB =Q2-x)(4-x)+(5-y)B-y) =8+ 2x+x*—15+2p+)*= x> +)?+2x+2y-23
Une équation du cercle de diametre [4B] est: x> +)*+2x+2y—23=0

15 page 334

1) Soit M(x; y)tel que x> +)*—2x—y+1=0
On recherche la forme canonique ...

e U R U S
On pose Q(1; % ), I'égalité précédente est alors équivalente a:
are- (L]
2
x*+y*—2x —y+ 1 =0 est une équation du cercle de centre 2 et de rayon % .

2) Soit M(x; y) tel que x> +)* —x—3y+1=0

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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On recherche la forme canonique ...

X*+y —x-3y+1=0 & x—lz—l+ y—§2—2+1=0© x—12+ y—éz:ﬁ
2 4 2 4 2 2 4

On pose Q( ,%) , I'égalité précédente est alors équivalente a:
are- (L2

2

o N[ —

. 6
x?>+y*—x —3y+ 1 =0 est une équation du cercle de centre (2 et de rayon %

16 page 334

€ est I'ensemble des points d'équation: x2 —3x +y*+4y =0

2 2
9 25
Dx*-3x+)?+4y=0 < (x—%) _Z+(y+2)2 -4=0 (x—%) +(y+2)2=T

, 3 5
€ est donc le cercle de centre /( 5 —2) et de rayon 5

2) A symétrique de l'origine du repére par rapport a /.
A est-il sur le cercle €?
Méthode géométrique:

Comme les coordonnées du point O(0; 0) vérifient 1'équation de €, O est un point de € et le point 4
diamétralement opposé a O est un point de €.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Meéthode analytique:
X, +x,
S
I est le milieu de [A0], on a donc: ,onen déduit: x, =3et y, =4
_ Y4 +Yo
y] 2
Comme 32— 3x3 + (—4)? + 4x(—4) = .... = 0, les coordonnées de A vérifient I'équation de €, et, ...

Equation de la tangente T a & en A.
Soit M(x; y) € T.
On sait: M € T si et seulement si (AM) L (4])
si et seulement si AM - A1 =0 et comme 4, O, [ sont alignés, on a:
M € Tsiet seulement si AM-O4 =0
Or, AM-OA4 =3x%(x—3)+ (-4)x(y — (-4)) =3x -4y - 25
Une équation de T est: 3x —4y —25=0

. . 3 25
L'équation réduite de T est: y = X7

17 page 334

Dans un repere orthonormal du plan, A(1 ; 2), B(-3 ; 1) et I milieu de [4B].

1) AB-AM =0sietseulementsi AM et AB sont orthogonaux.

L'ensemble des points M vérifiant 4B-AM =0 est la perpendiculaire a (4B) passant par A.

C'est donc la droite passant par 4 de vecteur normal AB .

3 [ ()

AB-AM =—-4(x— 1)+ (1) —-2)=-4x—y+6

L'ensemble des points M(x ; y) vérifiant AB-AM =0 est caractérisée par 1'équation 4x —y + 6 =0
(ou encore : y =4x — 6)

2) MA-MB =0sietseulementsi MA et MB sont orthogonaux.

L'ensemble des points M vérifiant MA-MB =0 est le cercle de diamétre [4B].

()< 5]

MA-MB =(1-x)(3-x)+Q2-»)(1-y)=-3+2x+x>+2-3y+)2=x2+12+2x—3y—1
L'ensemble des points M(x ; y) vérifiant MA-MB = 0 est caractérisée par I'équation x2+y?+2x —3y—1=0

9 17

3 3
(ouencore: (x +1)y*—1+(y— 5)2— 1 —1=0,s0it: (x+1)*+ (- 5)22 Y

3
Cercle de centre /(-1 ; 5 ) et de rayon g

3) (MA+MB)-MA =2 MI-MA (Car, MA+MB =2 MI (propriété du barycentre oeu propriété du
parallélogramme selon le point de vue)

(MA+MB)-MA =0 si et seulement si MI-MA =0 sietseulementsi MA et Ml sont orthogonaux.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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L'ensemble des points M vérifiant (MA+MB)-MA =0 est le cercle de diamétre [AI].

1— —1-x
MA ( x) et MI |3
2-y 57V
MI-MA =(1-x)(-1-x)+ Q=) 5 —))=-1+2+3= 7 yt)2 = +)2— T y+2
L'ensemble des points M(x ; y) vérifiant (]\_4;1+]\_4§)]\_42 = (0 est caractérisée
"équati 7 7 49 , 7 |
par I'équation x* +)?* — 5y+2=0(0uencore:x2+(y— 1 ) — E +2=0,so0it: (x+ 12+ (y— Z)ZZ n
7
Cercle de centre €2(0 ; 1 ) et de rayon @ ,
4_
35
3_
25
2 | A
Q
1.5 |
B 1]
05
I-EI T ;
.1_
15

18 page 335

2:1—-5-243] 5 5429
- 2x—5y+3=0 A(1;2) d A,d:| = =
d: 2x—5y (1,2) d(4,d) iis Vo

|

(o)}

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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20 page 335
A(B3;=1),B(1;2) et C(4;-2) d'ou, BC(3;—4)
1) Equation de (BC) :
M (x, y)E(BC) équivauta BM et BC colinéaires équivauta (—4)(x—1)—3(y—2)=0 équivaut a
4x+3y—10=0
2) Les coordonnées de A ne vérifient pas 1'équation de (BC).

3) h=d<A,<BC))='4'3”42;2_10'%

21 page 335
Dans un repere orthonormal, A(1 ; —1), B(—4 ; -3) et C(2;5)
1) AB (:;) et AC (é) ne sont pas colinéaires (en effet : —-5x6 # —2x1)

Les points 4, B et C ne sont pas alignés.
2a) Hauteur du triangle ABC issue de 4 :
On cherche une équation de la droite A passant par 4 et de vecteur normal BC

BC (g) T

y+1

M(x ; y) € A si et seulement si AM -BC = 0 si et seulement si 6(x-1)+8(y+1)=0
Une équationde Aest:3x+4y+1=0

b) Une méthode :

Soit H le pied de la hauteur issue de 4.

H est le point d'intersection de (BC) et de A.

H € (BC) si et seulement si BH =t BC outeR.

Xy—Xz=tX6

On adonc : soit : xy =—4 + 6¢ et yy =-3 + 8¢.

Yu—Yp=tX8’
. . - . 23
Dans I'équation de A, il vient : 3(—4 + 6/) +4(-3 + 8t) + 1 = d'ou, ¢t = 50
23 62 23 34
xp=—4+ 6% 50 30 =—1,24 et yy=-3 + 8x 50 ~ 30 =0,68
—62 1 —112
— a — —112)+84 2 14
AH >0 , soit, AH >0 et AH? = ( )2 8 = 1402 ,AH= — =28
34 84 50 50 5
50 50

Autre méthode :
AH est la distance du point 4 a la droite (BC).

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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On cherche alors une équation de (BC) :
M(x ; y) € (BC) si et seulement si BM et BC colinéaires.
La relation de colinéarité de deux vecteurs méne a : 8(x +4)—6(y +3)=0, soit: 8x— 6y +14=0
Une équation de (BC) est: 4x—3y+7=0
[4x1-3%(=1)+7] 14
V4243 5
3/ Les données précédentes permettent de connaitre les trois longueurs des cotés :
BC= \6+8% =10,4C= {1’46 = V37 et BA= 542 = 129

La distance de 4 a (BC) est donnée par d =

Aire du triangle ABC,
X
A= BCXAH _ 10X2,8 _ 14
2 2
) ACXh, . 28
4/ Hauteur issue de B de longueur /4, est telle que .A = ,d'ou, /1, = E
) BAXh, . 28
Hauteur issue de C de longueur 4, est telle que A = ,d'ou, i, = E

22 page 335

d: x+3y—2=0 et C cercledecentre 7/(1;—2) etde rayon 4
143-(—2)—2 10 —
d(1.(ay=lE3:(=2)=2_7V10 7310, 741040

12432 10 T 10 10
710
10

comme 49X10<1600 on a;:

<4 La droite d est sécante a C

24 page 335

A, B, Ctels que AB=2, AC=3 et BAC = 27“

Onadonc: AB-AC = ABXAC cos Tﬂ =23x( 7)=-3

Sur la construction suivante: AB =2, le point C est sur le cercle de centre 4 et de rayon 3 et I'angle BAC vaut
27T

3
Le projeté orthogonal de C sur (4B) est C .
Ona: AB-AC = AB-AC'

1
La longueur AC '= 5 AC.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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25 page 335
ABCDEFGH estun cube d'aréte a (voir figure)
1) AB-AC =AB* =a® (le projeté orthogonal de AC sur AB est ZE)
2) AB-DH = AB-AE =0 (vecteurs orthogonaux)
3) AB-DG = AB-AF =AB*=a* (le projeté orthogonal de AF sur AB est AB)
4) AB-'EG = AB-AC =a
5) BD-EG = BD-AC =0
6) AB.GE = AC:(—AC) =—AC* =24

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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26 page 335
Méme figure que ci-dessus
1) A4B-AH = AB(AE+EH)
2) AF-BC = (AB+BF)-BC

..=0+0=0
..=0+0=0
3) FA-FC = (FB+BA)-(FB+BC) =FB>*+ FB-BC + BA-FB + BA-BC =a>+0+0+0=a
Remarque: Comme on a aussi FA.FC = FAXFCxcos AFC et que AF = CF =a /2 , on en déduit:

S 1
cos AFC = >
4) AB-AG = AB(AB+BC+CG) =..=a®

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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— 1
Comme AG = a /3 on en déduit: cos BAG = ﬁ

—_—— —  —  — —

5) FD-FC = (FB+BC+CD)-(FB+BC) =..=FB*=d’

— 1
On en déduit: cos CFD = E

—_—

6) AG-BH =0

30 page 335

i(1;-2:;5), v(0;1;2) et w(4;-3;-2)
1) 4-v=1X0+(—2)xX1+5x2=38 VWw=0X4+1X(=3)+2X(=2)==7
2) |i|=V 1P +(=2)+5*=30 [Pll=v0*+1°+2°=1/5

3) #-=1X4—2X(—=3)+5%(—2)=4+6—10=0 donc ii L

31 page 326

A(1;2;3), B(2;2;5) et C(—1;5;4) AB(1;0;2) et AC(-2;3;1)
AB-AC=1X(=2)+0%x34+2x1=0 donc ....

ABX AC
L'aire est a(ABC) = —, avec AB= V1’4 0°+2> = V5 et AC= (=2)*+3°+1* = V14

35 page 336
A(1;0;2) et B(-25 15 0) M(x; y; z)
-1
Ha |2
3

—_—

Une équation du plan passant par 4 et de vecteur normal 7 est donné par: AM -7 =0

On adonc: —1x(x—1)+2(y—-0)+3(z—-2)=0

soit: —x + 2y + 3z — 5 = 0 est une équation du ...

2) Une équation du plan passant par A4 et orthogonal & (4B) est donnée par: AM -AB =0
-3

Or, 4B | 1 |.Onadonc: 3x(x—1)+1(y—0)—2(z—2)=0
_2

soit: —3x + y — 2z + 7 =0 est une équation du ...

3) Le plan médiateur de [4B] est le plan orthogonal a (4B) passant par le milieu / de [4B].

1 1
Or, I( -

5555 1). On a donc: Une équation du plan médiateur de [4B] est donnée par: IM-AB =0

S3x(x + %)Jrl(y— %)—2(2—1)=0

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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soit: —3x +y — 2z = 0 est une équation du ...

40 page 336
A(1;-2;3), B(0;1;1), C(2;1;0)
|1 |1
AB| 3 AC| 3 | vecteurs non colinéaires ....
-2 -3
a —a+3b—2c=0
On cherche 7 ZZ tel que 44+3b—3c=0 Posons b=1 ,on a: —a—2c=—3 et a—3c=-3 , dou,
5¢=6
3
5 3
n{ 1] ou 5n|5]| sontorthogonaux au plan (ABC).
6 6
5

Equation de (ABC): AM 157 donne 3(x—1)+5(y+2)+6(z—3)=0
3x+5y+6z—11=0 est une équation de (ABC)

Avec plans médiateurs:

P, : plan médiateur de [AB].
1 1 — 1 1
1(5;—5;2) I M1 AB donne (—1)(x—5)+3(y+5)+(—2)(z— )=0

Equation de P,:2x—6y+4z—12=0

P, : plan médiateur de [AC].
3 1

3, —— — 3 1 3
=== —2)+3(y+2)+(=3)(z—=2)=
J(z, 2,2) JM 1L AC donne (x 2) 3(y 2) (—3)(z 2) 0
Equation de P,:2x+6y—6z+9=0
_ 2x—6y +4z—8=0 B _
A=P NP, 2x+6y —62+9=0 donne 12y—10z+21=0
o 5 17 1 1
Posons z=t, dou,yz—t—ﬁ et X=—1——
[ 11 1
2 4 2
A 5 17 Unvecteur directeurde A #U| 5 61=57
6 12 6
z=1 1
65 page 338

A et B sont deux points du plan tels que 4B = 6, [ est le milieu de [4B] et k un réel.
1) Pour tout point M on a: MA = MI + 14 et MB = MI + 1B.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Or, [ est le milieu de [4B], d'ou, IB=-14.

Par conséquent: MA-MB = (MI+14) (MI—-14) = MI*— TA4>
Rappel:

Pour tout vecteur i, le carré scalaire de, % = %= |’

d'ot, MI2=MPet 142 =14

Conclusion: MA-MB = MP — [4?

2) L'égalitc MA-MB = k équivaut a 'égalité MP — [4> =k

AB® _ 36 _
s 40

L'ensemble & des points M du plan tels que MA-MB =k est
l'ensemble & des points M du plan tels que MP =k +9

Comme /4? =

3 cas a étudier:
k<-9

k+9 <0, il n'existe aucun point M vérifiant cette égalité.

L'ensemble & est I'ensemble vide. 6=0.

k=-9

k+9=0, MP =0, il existe un et un seul point M vérifiant cette égalité, le point / . E={l}
k>-9

k+9>0, MP =k+9 équivaut a MI = \k+9 (équivalence due au fait que M/ est nécessairement positif)
L'ensemble des points a la distance vVk+9 de 7 est le cercle de centre / et de rayon Vk+9 .

=€, Vk+9)

Compléments:

Dans l'espace, il suffit de remplacer cercle par sphere.

66 page 338

ABC triangle et M un point quelconque.

1) MA-BC + MB-CA + MC-AB =7

Une méthode:

On sait pour tout point M, MB = MA + AB et MC = MA + AC . (Chasles)

Onsait: #.( Vv + W)= u-v + u-w

MA-BC + MB-CA + MC-AB = MA-BC + (MA+A4B)-CA + (MA+AC)-4AB
= MA-BC + MA-CA + AB-CA + MA-AB + AC-AB
= MA-(BC+CA+A4B) + AB-(CA+AC)
= MA-O + AB-0 =0

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Une autre méthode:

Principe: On montre que le nombre réel AM) = MA-BC + MB-CA + MC-AB est indépendant du choix du
point M, puis, on calcule ce nombre en prenant un point particulier (par exemple, le point A).

Pour cela, on évalue donc (M) — f(N)

Soit N un autre point du plan,

MA-BC + MB-CA + MC-AB — NA-BC — NB-CA — NC-AB =
(MA—-NA)-BC + (MB—-NB)-CA + (MC—~NC)-AB =
MN-BC + MN-CA + MN-AB = MN-(BC+CA+AB) =
MN-0 =0

On a montré: M) =f(N)

Le nombre f{M) est donc constant.

Evaluons fi4).
fid)= A4-BC + AB-CA + AC-AB =....=0

Orthocentre:

I1 s'agit de montrer que le point d'intersection de deux hauteurs de ABC est un point de la troisiéme hauteur.
On se donne H point d'intersection des deux hauteurs issues respectivement de 4 et de B.

Onadonc HA-BC =0et HB-CA =0.

Comme HA-BC + HB-CA + HC-AB = 0, on en déduit: HC-AB =0

La droite (CH) est donc perpendiculaire a (4B8) ce qui prouve que la droite (CH) est la hauteur issue de C dans
le triangle ABC.

2- Soit € le cercle du centre circonscrit a ABC et H le point définipar QH = Q4 + QB + QC.
Appelons A" le milieu de [BC].
Evaluons AH-BC .
Ona: AH-BC = (AQ+QH)BC = (AQ+QA+QB+QC)-BC = (QB+QC)-BC.
Or, QB+ QC =2 Q A’ (propriété barycentrique du milieu / régle du parallélogramme)
AH-BC =2 QA4'. BC =0
puisque la droite (€24") est la médiatrice de [BC]
La droite (4H) étant perpendiculaire a (BC) est une hauteur de ABC.
Les démarches sont identiques avec les autres sommets.

68 page 338
1) R.O.C. Important: on se place dans un repére orthonormal
Soit u, v,w, xo, yo des nombres réels tels que u? +1v* # 0
(Remarque: cette condition u? + v* # 0 est équivalente a (u, v) # (0,0))
Recherche d'une formule donnant la distance du point M, de coordonnées ( xo, }o) a la droite (d) d'équation:
ux+vy+w=0
Une méthode:

Soit H le projeté orthogonal de M, sur la droite (d).

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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droite d'e

jonux+vy+w=0

La distance de M, a (d) est la longueur a MH

C'est aussi la distance la plus courte du point M, a un point de (d).

Soit 7 (u) un vecteur normal de (d).
A%
Comme M, H et 7 sont colinéaires, ona: |[M,H.7| = MH. || (1)

—_—

Il suffit donc d'exprimer le produit scalaire M , H-7i a l'aide de l'expression analytique et de remarquer que H
est un point de (d).

Xy—X —_—

M,H |77 "%)et i (“),d'ou, M, Hi = u(xy—xo) + v(yu — Yo) = uxy — uxo + vyu — v
Yu—DXo v

Or, uxy +vyu=-w,dot, M, Hn = —uxo—vyo—w et, MOH.'ﬁ‘ = |ux0+vy0+w‘ (2)

D'autre part: [#|| = vVu’+v* (3)
Par comparaison de (1) et (2), puis en divisant par v»”+1* (non nul), on obtient:
|uxy vy, +wl
MH= —F/——
Vu'+v°

2) Etude d'un cas particulier:

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
18/29 E:\docs_lycee 10_11\TS\Livre_TS\chap 11.odt 10/02/11




Chapitre 11: espace

a et b sont des réels strictement positifs.

droite d'équatiqn &

A(a, 0) et B(0,b).
Une équation de la droite (4B) est:
M(x; y) € (4B) siet seulement si AM et AB sont colinéaires.

or, AM |* %] et 4B (_ba) , d'ou, (relation de colinéarité ou expression de la proportionnalité des
coordonnées):

AM et AB sont colinéaires si et seulement si b(x — a) — (—ay) = 0, soit: bx + ay —ab =0

. NP : . - b
On peut aussi remarquer que I'ordonnée a 'origine vaut b et que le coefficient directeur est: i;B iA =,
B~ M4 -
. . . b .

d'ou, une équation réduite de la droite (4B) est: y =— PR + b, soit: bx + ay—ab =0
En appliquant la formule étable au 1 40, (4 - Lx0Fax0-ab| _ab b>0

n appliquant la formule étable au 1), on a: , = = car, ab > 0.

ppliqu u ul) (O, (4B)) Ny 2t a

On peut évidemment appliquer les théorémes classiques dans les triangles rectangles et calculer la hauteur OH
dans le triangle rectangle OAB.

. —= OH OB . __ab
sin OAB = 04 = AB ,dOU,OH— m

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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76 page 339

Dans un tétraédre régulier, toutes les faces sont des triangles équilatéraux (toutes les arétes sont de méme
longueur).

ABCD étant un tétraedre régulier, on a:

AC = AD, d'ou, 4 est un point du plan médiateur & de [CD]

et BC = BD, d'ou, B est un point du plan médiateur & de [CD].

Le plan & est orthogonal a [CD] en son milieu.

La droite (CD) est donc orthogonale a & et par conséquent a toute droite de &, en particulier la droite (A4B).

La méme démarche montre que les arétes [AC] et [BD] sont orthogonales, ainsi que les arétes [AD] et [BC]

77 page 339
ABCD est un tétraedre régulier d'aréte a,
1, J, K sont les milieux respectifs de [BC], [AC], [4D].
A'est le centre de gravité du triangle BCD.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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1) Dans la face ACD (triangle équilatéral)

Le projeté orthogonal de C sur (4D) est K, (la médiane est aussi la hauteur dans un triangle équilatéral), d'ou,
CD-AD = KD-AD = 5 AD-AD = 5 a.

—_— 1 —_—
2) Comme J et K sont les milieux de [AC] et [AD], on a d'apres la propriété de Thales, JK = > CD , d'ou,

14 = ID car les triangles équilatéraux ABC et DBC sont isométriques (leurs médianes sont donc de méme
longueur).

1 est par conséquent un point de la médiatrice de [4D] et comme K ést le milieu de [4AD], il vient: (IK) L (4D).

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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On obtient: IK-AD =0
Interprétation du résultat:
IK-AD =0etK e (4D), donc, K est le projeté orthogonal de / sur (4D).
La méme démarche montre que IK-BC =0, d'ou, (IK) et (BC) sont orthogonales.

Le segment [/K] est perpendiculaire aux deux droites (4D) et (BC). Sa longueur donne la distance entre les
deux droites (distance minimale de tous les segments reliant ces deux droites).

3) Pour démontrer que (44") est orthogonale au plan (BCD), il suffit de démontrer que (44") est orthogonale a
deux droites sécantes du plan.

On peut choisir (BC) et (DI). (D'autres choix sont possibles)

—_— —— —_— —_— 2 —_— . .
Ona: AA' = AD + DA' = AD + 3 DI (propriété du centre de gravité)

d'ou, A4"-BC =( AD + 3 DI). BC = AD-BC + 3 DI-BC =0+0=0

AD-BC =0 (voir exercice précédent), DI-BC =0 (médiane dans un triangle équilatéral ....)

—_—— — —_— —_— —_— —_— 2 —_—
AA"-ID =( AD + DA'"). ID = AD-ID + % DI-ID

3
. —_— 1 .
Or, AD-ID = AD-KD = 5 a. (K est le projeté orthogonal de 7 sur (4D) d'apres 2))
2
. . . — 3
La longueur de la médiane dans un triangle équilatéral est égale a g a,d'on, DI-ID =— (@ a) =- 54
. — 1 2 3
Finalement: AA'-ID = 5 a*+ 3 (- 1 a)=0

Onamontré: AD-BC =0et A4 '-ID =0, ce qui prouve que la droite (44") est orthogonale aux droites (BC)
et (/D) du plan (BCD)

80 page 339
ABCD est un tétraedre, / et J sont les milieux respectifs de [4B] et [CD], et, G est l'isobarycentre de 4, B, C, D.
L'objectif est de montrer I'équivalence :
Avant de commencer, avoir sous la main la situation géométrique :
I milieu de [4B], dong, ........ , notamment : GA + GB =2 GI
J milieu de [CD], donc, ........
G isobarycentre de A4, B, C, D, donc ..., notamment, par associativité, G est le milieu de [1J]
Une démonstration :
" GA =GB " équivaut a " La droite (1J) est orthogonale a la droite (4B8) "

"GA=GB" équivauta" GA*=GB*"  (L'équivalence a lieu car les longueurs G4 et GB sont des réels

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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positifs).

Important : x et y étant des réels, " x=y" implique " ¥*=)*" (I'équivalence est fausse

"GA =GB " équivauta " GA>— GB2=0" Or, GA>= GA?et GB*= GB?,d'ou,

"GA=GB" équivauta" GA4*— GB*=0"

"GA=GB" équivauta"( G4 — GB)Y GA + GB)=0" Or, GA—- GB = BA et G4+ GB =2 GI

"GA=GB" équivauta"2 BA. GI =0 "

Comme BA. GI =0 équivaut a BA et GI sont orthogonaux, et, comme G isobarycentre de 4, B, C, D est le
milieu de [1/],

la droite (1J) de vecteur directeur GI est orthogonale a la droite (4B) de vecteur directeur AB .

La réciproque est vraie,

la droite (IJ) de vecteur directeur GI est orthogonale a la droite (4B) de vecteur directeur AB si et seulement
st BA. GI =0

Commentaire :

Dans le plan (4BJ), on a: GA = GB et I4 = IB, d'ou, la droite (GI) est la médiatrice de [4AB] dans ce plan.

Le plan ABJ est vue de face (coupe du tétraedre)

81 page 339
A, B, C, D quatre points de l'espace:
1) AC*> + BD* = AD* + BC*> & AC>— BC*= AD*— BD* < (AC-BC)(AC+BC) = (AD-BD)(AD+BD)
AC?+ BD*=AD*+ BC* < (AC-BC)(AC+BC) = (AD-BD)(AD+BD)
AC>+ BD?>= AD*+ BC> & AB-(AC+BC) = AB-(AD+BD)

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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AC?+ BD*= AD* + BC* & AB-(AC+BC) — AB-(AD+BD) =0
AC?+ BD*=AD* + BC? & AB(AC+BC-AD-BD) =0
AC?+ BD*=AD*+ BC> & AB-(2DC) =0

AC?*+ BD?> = AD* + BC* & (AB) et (CD) sont orthogonales.
2) ABCD tétraédre telle que (AB) est orthogonale a (CD), d'ou, AC* + BD?> = AD?* + BC? d'apres 1)
ABCD tétragdre telle que (BC) est orthogonale a (4D), d'ou, AB* + CD?* = BD* + AC*> d'apres 1)

En comparant les deux égalités, il vient: AB*> + CD*> = AD> + BC?

Ce qui prouve d'apres 'équivalence du 1) que les droites (BD) et (4C) sont orthogonales.

89 page 340

Dans le repére orthonormal (D; DA ,DC,DH)

Point Coordonnées Preuve
D (0; 05 0) origine du repére
A (1; 05 0) DA vecteur de base: abscisse
C (0; 1;0) DC vecteur de base: ordonnée
H (0;0; 1) DH vecteur de base: cote

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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B (1;1; 0) DB = DA+DC
E (1;0; 1) DE = DA+DH
G 0;1; 1) DG = DC+DH
F (1;1; 1) DE = DA + DC + DH
1
1 (1; 55 1) I milieu de [EF]
1 1 -
J ( E;O; 5) J milieu de [4H]

1a) Une équation du plan (4/B) est x = 1

Meéthodes:

* on remarque que les trois points non alignés ont la méme abscisse 1.

** e vecteur AD est un vecteur normal de ce plan (par construction du cube).

On a donc: M(x; y; z) € (4IB) si et seulement si AM-AD =0 si et seulement si (x—=1Dx1+yx0+zx0=0...
La distance de G au plan (4/B) est égale a 4 = 1 (c'est la distance du segment perpendiculaire issu de G abaissé

sur le plan (4/B), soit: GF.

1
b) L'aire du triangle AIB est égale a 4 = 5
1
G

2 a) Une méthode: (en décomposant en somme de vecteurs)

1
¢) Le volume du tétracdre GAIB est égale V' = 3 XPBxh =

Pour démonter que (BJ) est orthogonale au plan (4/G), on peut montrer :
BJ-Al =0et BJ-1G =0 (ou BJ-AG =0)
Calcul de BJ-AI = (BA+AJ)(AE+EI) = BA-AE + BA-El + AJ-AE + AJ-El

—_ 1 — 1 — —_ 1 —
En remarquant que (BA) et (AE) sont orthogonales, que EI = 5 F = 5 AB ,que AJ = 5 A
ona: BJ-Al =0- 5 AB* + ) AH-AE + 5 AH-EI

Or, le projeté orthogonal de H sur (AE) est E et la droite (E]) est orthogonale au plan (4DH), donc a la droite
(AH).

. — 1 1
D'autre part, 1'unité étant donné par la longueur d'une aréte du cube, BJ-Al =— ) + 5 +0=0.
Une méthode analogue en décomposant BJ-1G = (BE+EJ)(IF+FG) = ...
Une autre méthode (avec les coordonnées)

Pour démonter que (BJ) est orthogonale au plan (4/G), on peut montrer :

BJ-AI =0et BJ-1G =0 (ou BJ-AG =0)

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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1 0

BJ ? T |1 t*lXO+ 1xl+lx1—0
Tl 2| ¢ 2 g+ gxl=
5 1
1 1

BJ ? G| L tflx1+1xl+lx0—0
_1 ’ P c 2(_) (_) 2 2 -
5 0

Un point M(x; y; z) € (AIG) si et seulement si AM -BJ =0

1 1
(x—1)x(— ) )+ yx(=1)+zx 5= 0 donne une équation du plan (4/G).

En réorganisant: x + 2y —z — 1 = 0 est une équation du plan (4/G).
‘x3+2.y3—23—1| 2

b) La distance de B a (4/G) estd = = —.
) (1) V24224 (=12 V6

)V = % x Aire(AIG)xd

21 _3xV6 _ V6
Comme d = 7 etV = 6,eure(AIG)— <6 - 4
91 page 340
2 4 4
4(2;050), B(0; 1;0) et C(0; 0; D et H( 5 45 )

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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1) La distance de O au plan (4BC).
Recherche d'une équation du plan (4BC)

-2 -2
AB | 1 | et AC | 0 | nesont pas colinéaires et un vecteur normal a (ABC) a ses coordonnées qui vérifient
0 1
2a+p=0 !
le systeme: , d'ou, un vecteur normal 7 |2|.
—2a+y=0 )

M(x; y; z) € (ABC) si et seulement si AM -7 =0 si et seulement si I.x—-2)+2.(y—0)+2.z—-0)=0
Une équation de (ABC)est: x +2y+2z—-2=0

. 04+2X0+2%0-2| 2 2
La distance d(O; (4BC)) = NE Oy -5 "3
2)H € (4B 2+2><i+2><i 2—§ 2=0 1
) H € (4BC) car, 9 g —2= 9 —2= (1)
— 2
OH = 9 1 , donc, (OH) est perpendiculaire a (4BC). (2)

Ces deux affirmations (1) et (2) permettent de conclure:
H est le projeté orthogonal de O sur (ABC).

Remarque:

2
+

2
_|_

2

2

9

4

9

4

9

On a aussi: OH = \/ = = %

3a) La droite (OH) étant perpendiculaire au plan (4BC) est orthogonale a toute droite de ce plan, en particulier a
(4B). Par conséquent: (4B) L (OH) (1)

D'autre part, AB-OC =-2x0+ 1x0+0x1 =0, d'ou, 4B L OC, soit (A4B) L (OC) (ii)
(OH) et (OC) sont sécantes en O (ii1)

D'apres (i), (i1), (iii), la droite (4B) est orthogonale au plan (OCH).

b) (4B) est donc orthogonale a toute droite du plan (OCH) en particulier a (CH).

Or, H est un point du plan (4BC), donc, les droites (CH) et (AB) sont coplanaires.

Dans le plan (4BC), la droite (CH) coupe la droite (4B) perpendiculairement en un point K.

Comme K € (CH), K est point du plan (OCH) et (AB) étant orthogonale a toute droite de (OCH) est
orthogonale a (OK).

La droite (OK) coupe la droite (4B) perpendiculairement en un point K.

Compléments:
Le projeté orthogonal K de O sur (4B) est le point d'intersection de la perpendiculaire a (4B) passant par O.
On cherche donc K tel que OK | 4B etKe (4B).

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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X X (=2)+y X14+2,X0=0
. \ Xg—X,=—2Xt \ .
On obtient le systeme: _ ou ¢ est un réel.
Y=y =1Xt
Zp—2z,=0Xt

4
On a donc: —2(-2¢+2) +¢=0, soit, t = 5

2
- K(C 5

Le projeté orthogonal K’ de C sur (4B) est le point d'intersection de la perpendiculaire a (4B) passant par C.

On cherche donc K'tel que CK' L AB etK'e (4B).
(xp " =x)X(=2)+(ye "= ye)X14+(zx ' —2-)X0=0
Xg'—x,==2Xt'

yi' =y =Xt
zy'—z,=0Xt'

ou ¢’ est un réel.

: 20 et e 3 g 2.4
2x(2t"+2)+ 1t =0,soit, t'= 5 K'( 553 ;0)
Les points K et K’ sont confondus.
4) Angle OCH
) - CH 2 2 2
Dans le triangle OCH rectangle en H, on a: cos OCH = —~ = 2 + 4 + 2 = ﬁ .
oc 9/ 19 9 3
OCH =~ 41,81 ° par défaut
5) On sait que C, H, K sont alignés. OCH = OCK
CK-CO =CK.CO.cos OCK
D'autre part,
OC est orthogonal au plan (Oxy) qui contient la droite (OK).
O est le projeté orthogonal de K sur (CO), d'ou, CK-CO = CO?
On en déduit: CK.CO. cos OCK = C0?, d'ou, CK = o = = = ﬁ
R T cos OCK 5 5
_— OC
Remarque: Dans le triangle OCK rectangle en O, on a: cos OCH = K
6) Dans le triangle ABC, on sait que (CK) est perpendiculaire a (4B).
ABXCK 2V +1°40° 3
AUBC) — ABXCK V(=24 1P+0'x3V5 _ 3
2 5%2 2
93 page 341
2
1) Une équation du plan & de vecteur normal 77 |—2 | et passant par 4(8; 0; 8) est donnée par:
1

—_—

AM -7 =0 ou M(x; y; z) est un point de &.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Chapitre 11: espace

Soit2(x —8) + (2)(y —0) + 1x(z—8)=0

Une équationde #: 2x — 2y +z—24=0

2) Soit I'expression : 2x — 2y +z — 24

Lorsque x =0,y =0 etz =0, le signe de 1'expression est négatif.

Le demi-espace ouvert & délimité par & et contenant le point O est caractérisé par I'inéquation:
2x -2y +z-24<0.

3) Soit & la sphére tangente a % au point B(10; 1; 6) et telle que son centre 7 est situé a la distance 6 du plan &
et appartient a &.

Remarque: Comme 2x10 —2x1 + 6 —24 =0, B € & est vrai.
Le rayon de la sphére est 6.

IB est orthogonal & 2 (propriété du plan tangent).

IB et 7 sont colinéaires, d'ou, il existe un réel 7 tel que IB=th.
D'autre part, IB= |t| x || = || x m =3 |

lt| =2, donc, r=2o0ut=-2

Onaalors: B =2 7% ou IB=-2 7.

10—x,=2X%X2 10—x,=-2X%2
1_y1=2><(_2) ou 1_y1=_2><(_2).
6—z,=2X1 6—z,=-2X1
x,=6 x,=14
yi=5 ou y,=-3.
z,=4 z,=8

Comme [ € &, les coordonnées de [ vérifient l'inéquation: 2x — 2y +z—24 <0.
2x6 —2x5+4-24<0et2x14 -2 x(-3)+8—-24> 0.

Conclusion: 1(6; 5; 4)

Une équation de la sphere & est: (x — 6> + (y — 5)2 + (z — 4)* = 62

x>+ +z22—-12x—-10y -8z +41=0
On peut vérifier que B € ¥: 102+ 12+ 62— 12x10 - 10x1 —=8x6 +41=...=0

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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