Chapitre 3 : fonction exponentielle
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Chapitre 3 : fonction exponentielle

EXEICICE € PALGE 1002 se e s aeeeseeennnnaasaesennnnns

Exercice D page 102- 103 Pondichéry Mars 2003 (sauf partie D : calcul intégral)..........

Activité 1 page 74.
N(?) est le nombre de bactéries en millier a la date 7 en heures.
N(t+At)
N (1)
C'est-a-dire, il existe pour chaque Af une constante réelle ®a, tel que N (1+A¢7) = &y, . N ()

N(0) =1, le nombre de bactéries double chaque heure et, pour une durée Az donnée, est constant.

1) On sait que la population double chaque heure; p, estla population a I'heure » en milliers.
Py =N(0)=1
Py = 2Xp, =2 Py = 2Xp, =4 Pun = 2Xp,
La suite (p,) est donc une suite géométrique de premier terme P, = 1 et de raison 2.
On en déduit: p, = 2".
2 a) On sait que M = ®&g 5, on a donc: M = Q
N(f) 0,5 » . N(O) 0,5
On en déduit: N(0,5) = &5, puis, N(1) = N(0,5+0,5) = &,5.N(0,5) = ()
On a alors: (0(0’5)2 =2
Conclusion: ®s = V2, puis, N(1,5) = N(140,5) = xgsXN(1) = 22 #3

b) 423 heures, on a: t=— 1 et comme N(0) = N(-1 +1)= 2XN(-1), on obtient: N(-1) =

puis, a 22 heures, on a: t=—2 et comme N(-1)= N(-2+1)= 2XN(-2),
1 1
on obtient: N(-2) = EXN(—I) =

1
2 3

4 23 heures 30, on a: £ =— 0,5 et comme N(0) = N(—0,5+ 0,5) = V2X N(—0,5) , on obtient: N(-0,5) =

ol

4 22 heures 30, on a: 7 =— 1,5 et comme N(-1) = N(-1,5 + 0,5) = V2x N (- 1,5) ,

btient: N(_1,5) = 5 XN(~1) = =
on obtient: (—,)—\/5 =302

(Graphique)
1

3) a) b) ¢) La démarche précédente peut s'appliquer a chaque fraction T d'heure.
On a: N(O+l) = o N(0) _ oy N(l) =%

k k k k k

2 1 1 1 2
is, N|=| = N|{—+—]| = &, .N[—| = (%] ...
puss, (k Kk TN (k) ( i)
1 o) o)

N(1)= N|(0+k k) ( 11{) ( i) 2

x

On en déduit: % = 2" (Racine k-iéme de 2)
N(3,5)=N(1,5+2) = 2.N(1,5) = N(2)XN(1,5)

et N(i) - N(1+l - N(I)XN(%) - (0(1_)3><0H_ — (0‘;)4

3 3

4) On admet l'existence de la fonction 1 > 2 définie sur R.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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Chapitre 3 : fonction exponentielle

Le tableur de la calculatrice donne: Pour un réel ¢, avec —1,74 < ¢, <-1,73, 2" =0,3 (milliers) bactéries
Pour un réel #, avec —6,65 < t, <—6,64, 2" =0,01 (milliers) bactéries

Nla+h) =N ath _~a h
5 a)b)c) pour tout réel a, (a h) (a) =2 P 2 2% 2 -1
A 1a calculatrice ou au tableur, on a:
h 1 0,1 0,01 0,001 0,000 1 0,000 01
h
2 - ! I 07177 0,695 5 0,693 3 0,693 1 0,693 1
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(On verra plus tard qu'elle vaut In (2))

Il semble que la limite de quand /4 tend vers 0 existe et vaut approximativement 0,693 1

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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h
On note k= lim 2 -1
h—0 h

. . . ... _N(a+h)-N(a) .
On admet que N est une fonction dérivable sur IR, d'ou, lim h = N'(a) et I'on obtient:

h—0
Pour tout a, N'(a) = kN(a)

La fonction N est donc une solution de 1'équation différentielle N' = kAN Index

5 page 90
Remarquer: ¢* xe* =1ete™= (¢*)
) e_x (ef)C)Z e—2x
Pour tout réel x, — = — — = —
e'+1  (e"+1)e’ l+e

6 page 90

- -5 - -2
e'—e*  ef(e'-e) 1-e*
e +e

e ‘(e"+e™) l4+e ™

X

Evidemment , d'autres méthodes sont disponibles.
Notamment:

Pour démontrer une égalité (X) = (Y), on pose la différence (X) — (Y) et, on montre que cette différence est
nulle.

7 page 90
. 3 _e+1-3 -2
e +1 e +1 e +1
12 page 90
D) f(x)=x+3+xe"
En +co.
lim x =+ et lim e* =+ donc (limite du produit), lim xe* = +oo.
xX— +oo X— +o X—+o0
Comme lim x+3 =+oo, on a: (limite d'une somme), lim f(x) = +co.
X—+o00 X—+o00
En —co.
On sait: lim xe* =0, d'ou, (limite d'une somme), lim f(x) = —oo.

) f)=x+1+

e +1
En +oo,
lim e* =+, d'ou (limite d'un quotient), lim ——— =0
Xt xoteo € +1

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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Comme lim x+1 =+oo, on a: (limite d'une somme) lim f(x) =+oo.

x>+ X—+o
En —oo,
o P - . : 3
lim e¢' =0, d'ou (limite d'une somme suivie d'un quotient), lim 1 =3
X— —00 X——00 c
Comme 1i1:n x+1 =_o0 on a: (limite d'une somme) lim f (x) =—c0.
3)f(x)=3xe™
En +oo;
3xe* = — , comme lim £ - +oo, on obtient (limite d'un quotient) lim f (x) =0
c x—4mw X X—+o
X
En —oo,
lim e = Xlim e’ =+ (limite de fonction composée)
X— —00 —+o
Comme lim x =—co; on a: (limite d'un produit), lim f(x) = —c0.
e -2
4)f(x)=
) S (x) JE
En +oo,

. — , e -2
On factorise par ¢*, et, on simplifie ... (car, e* # 0), =

e (1-2/e") 1-2¢°
e +1 e’ (1+1/e") l+e

Comme lim e * =0,0ona: lim f(x) =1

X— +00 xX—+0o0
En —oo, (I'écriture initiale convient)
Comme lim e* =0,ona: lim f(x) =-2

X— —00 X——®©

13 page 90

1) Limites en 0 de f définie par f(x) = <
x
On sait: lim e¢* =¢”= 1 (continuité en 0 de la fonction exp)
x—0

Limite a gauche: lim f(x) = —o0.

x—0

x<0
Limite a droite: lim £(x) = +oo.

x—0

x>0

2) Limites en 0 de f'définie par f(x) = —; )
e p—

On sait: lim ¢* =¢e”= 1 (continuité en 0 de la fonction exp), d'ou, lime*—1 =0

x—0 x—0
Il reste a déterminer le signe de ¢ — 1.
Six<0,alors, e—1<0,
Limite a gauche: lim f(x) = —oo.

x—0
x<0

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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Six>0,alors, e—1>0,

Limite a droite: lim f(x) = +oo.
x—=0
x>0

19 page 91

fix > x* ¢* estle produit de deux fonctions dérivables sur R (x > x*)et(x > ¢*).

fest donc dérivable sur R et pour tout x réel, /' (x) =2x ¢* + e" xX2=x(x+2) ¢

X

e

x—1
g est le quotient de deux fonctions dérivables sur chacun des intervalles de D, ,
donc, g est dérivable sur |—oo; 1] et sur ]1; +oo].

f(x—=1)-1.(e" —2)e"
Pour tout x réel de D, , on a: g’ (x) = elx=1)-Le) _ (x=2)e

x> g est définie sur D, = J—o0; 1[ U ]1; +ool.

(x—1)° (x—1)°
hix = 2x—1+ — V . Comme pour tout x réel, ¢* >0, & est définie sur IR.
e +
h est la somme de deux fonctions u: x + 2x—letvix > — : "
e +
v est le quotient de ...
X X _ X >< X X
Pour tout x réel, 4’ (x) =2 + ¢'(e +x1) 62 © 2+ %
(e"+1) (e*+1)
kix > ¢ —=3x-1
k est la somme ......
K(x)=¢e" -3
20 page 91
fx)=(-2x+5)e" fest le produit de deux fonctionsx = -2x+S5etx = ¢° dérivables sur

IR, donc, f'est dérivable sur IR et, pour tout x réel, /' (x) =—2¢e" +(2x+5)e’ =(-2x+3)e".

gx)=(3x*+5)e" g est le produit de deux fonctionsx > —3x*+5etx > ¢ dérivables
sur IR, donc, g est dérivable sur IR et, pour tout x réel, g ' (x) =—6xe” +(-3x2+5)e” =(-3x>—-6x+5)¢e".

e —1
x+1
h est le quotient de deux fonctions dérivables sur chacun des intervalles de D, ,
donc, A est dérivable sur ]—oo; —1[ et sur ]-1; +oof.

Pour tout x réel de D), ona: A’ (x) = ¢ lx+l)- 1'§e 1) _ xe +12

(x+1) (x+1)

h(x) = h est définie sur D), = ]—o0; —1[ U ]-1; +oo[.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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X

e +2
e -1
D, =IR" =]-o0; 0[ U ]0;+o0[
k est le quotient de deux fonctions dérivables sur chacun des intervalles de D,
dong, k est dérivable sur ]—oo; O[ et sur ]0; +oof.
e (e"—1)-e'(e"+2) -3¢

Pour tout x réel de D, ona: k' (x) = e 1)2 = " 1)2
e — e —

k(x) = k est définie si et seulement si ¢* # 1 si et seulement six # 0

22 page 91
Puisque la fonction exp est strictement croissante sur IR,
I'égalité exp(a) = exp(b) est vérifiée si et seulement si a = b.
e=loe=e"e3x=0ox=0

e¥=e o x?=2+] o+ +1=0 o (x+1P=0 o x=-1

1 Y 1 1 x#0
e * €T & — ~ =x+2etx#0 © x+2+ T =0etx#0 <« Paoxtl=0 x=-1
23 page 91
Résoudre dans IR les équations suivantes:
e'=e"" o x? =5x—4 Car, la fonction exp est une bijection définie sur IR.
< (second degré) x=1oux=4
e—e"'=0 o e'=¢e" @ x=—x © x=0
e = —1 n'a aucune solution réelle car, I'exponentielle prend ses valeurs dans IR**.
(e*—e)(e*+5)=0 un produit est nul ......
o e*—e=0o0u e¥+5=0
© e'=eoue’=-5
< —x=1 (La deuxiéme équation n'a aucune solution)
< x=-1
24 page 91
1< e o 0<3x car, la fonction exp est strictement croissante sur R et ¢’ =1

e <1l o x*-x<0 (méme raison)
e <] o x(x+1)<0 (Tableau de signes ou second degré)
S=1]-0;—-1] U [0; +oo[

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

7/58 E:\docs_lycee 10 _11\TS\Livre_TS\chap 3.odt

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie

18/04/11




Chapitre 3 : fonction exponentielle

1
ex+3 > _x PN ex+3 > e—x

e

; 1 3 3.

eP> —T o x+t3>x o x = - T S=|-=;+x

e 2 2

25 page 91
la fonction exp est strictement croissante sur IR
hHer<etex<xeox=20 S§=1[0; +oo[

2 2
2t el 4 o<y dex 2+ - 300 2L oo (o) o
X X x X
Comme (x — 1)*> = 0, on a: § = ]0; +oo[
Remarque: une vérification graphique est possible ....
[ 1yt /
[yrexp(1/x) /
)i ,/
7T y
~ yHexp(x-2
_/" —
| 1|0 ] y e

e —e!<0ee<eloxt3Is<tx-lox*-4=20ex<2o0ux=>2.
S=]-00; 2] U [2; +oo].

Remarque: une vérification graphique est possible ....

]
T~

e
=T~
o
[\S)
H
N

N

N
S

r—— |

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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27 page 91
fest définie par f(x) =x " — 1
fest la somme des fonctions u: x > x ¢* etv:x > —1

uestle produitdex > xetdex > ¢*

Onadonc;: f'=u'+0etu'(x)=1xe" + " xx=¢" (1 +x)

S = e (1+x)

Comme ¢" >0, le signe de /' (x) est celui de (1 + x).

D'ou fest strictement décroissante sur |—oo; —1] et strictement croissante sur [—1; +oo[
1 —1—e l+e

— = _ _1_ =_ — _ = = _
S © ! e ! e e

lim xe” = 0 (Résultat du cours).

X——00

X

(Savoir le démontrer a partir de lim € —+wen posant par exemple x = —t)
x—+wo X

On donc, xlif_nw xe'—1 =

lim x _

X— +o0

. X . x . X
et xlirfw € =+oo, d'ou, (limite d'un produit) xlll?w Xe = j4oper lim xe'—1 = 4o

X |—o0 —1 +00
JS'x) - 0 +
1 +o0
J) 1
o L, T

28 page 91

festdéfinieparfix > x—1+ ¢*
* fest la somme de fonctions définies sur IR, donc, f'est définie sur R.
** Limites aux bornes:
limite en —oo

lim x—1=-o

lim ¢'=0

Remarque: Pour la représentation graphique de £, il apparait que la droite d'équation y = x — 1 est une asymptote
en —oo,

donc, d'apres la limite d'une somme de fonctions, xllrflw fx) = —0

Limite en +oo
lim x—1=4o00

X— 400 . .. . 1
) N donc, d'apres la limite d'une somme de fonctions, lim f(x) = +o0
lim e'=+w 400
X —+o0

*** Variation

fest la somme de deux fonctions strictement croissante sur R, elle est donc strictement croissante sur IR.
ou

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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fest la somme de deux fonctions dérivables sur IR, d'ou, f'est dérivable sur IR et,
pour tout x réel, /' (x) =1+ " qui est strictement positif sur IR, d'ou, ....

**A* Trace

Commencer par l'asymptote oblique ...
Préciser quelques points, notamment O(0; 0), car, f{0) =0
y

H
I~

L 1 | M
/
// 1
//
/|
// i
/]
//
/| 2
/ J
29 page 91
o e -2
Sfestdéfinieparfix > —
e +2
* Comme e* >0, le dénominateur e* +2 #0,
fest définie sur R.
** Limites aux bornes
Limite en —co.
' lim e"—2=-2 )
Comme lim e =0 ona: *7 ™ | , donc, d'aprés la limite d'un quotient, on a: lim f(x) =4
¥ =00 lim e +2=+42 X =00

X— —00

Limite en +oo.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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L, fD 2
On a: ex—2 = Z = 62
e+2 ex(l+—x) 1+—x
e e
2

. X . . b
Comme 1M € =+ ona: lim = =0, puis, lim f(x) —
x— +ow x—+o @ x—+o

*** Variations

fest le quotient de deux fonctions dérivables sur IR, d'ou, fest dérivable sur les intervalles de son domaine de

définition (ici: R.)
£ = e'(e'+2)—e'(e"=2) _ _ 4¢’
(e*+2) (e*+2)
La dérivée est donc strictement positive.
fest par conséquent strictement croissante.

**%%k Trace

L'étude des limites montre deux asymptotes d'équations respectives y=—1 ety =1.
On trace ces deux asymptotes, on cherche quelques points ...
A

J
L=
//
//
- -1 0 A
,l/
T
/"//'
33 page 91
fest la fonction définie sur R par f: x — 4 xe .
e+
€ est la courbe représentative de f'dans un repére orthonormal.
4
o) Comme £~ |, I etque 1m ¢ =on, ona: i /() s
ex
Comme lim € =g, ona: im f(x) —¢

X— —00

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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On en déduit que la droite d'équation y = 4 est asymptote en +oo et que la droite d'équation y = 0 (axe des

abscisses) est asymptote en —co.
b) fest le quotient de ... par ... dérivables sur IR.
fest donc dérivable sur son domaine de définition, et, pour tout x réel,

e'(e'+1)—e'Xe" y e’

(W)=4x S =4
/@ (e+1) (e"+1)
La dérivée étant strictement positive, la fonction f'est strictement croissante sur IR.
X |—00 +00
/' +

119 0/4

¢) On commence par tracer les deux asymptotes.

18 7

On place quelques points notamment 4(0; 2) et sa tangente de pente /' (0) = 1

Compléments:

Conjecture: Le graphique fait apparaitre le point 4(0; 2) comme centre de symétrie
h —h

Preuve: 10+ h) + 0 — k) = —<_ 4 A€

d+1  e’+1
Comme ¢" x ¢ " =1
4" 4
e "+1 1+¢e"

0+h)+A0—h)=
U )+ ) e +1 1+¢” e"+1

f(0+h)+f(0-h)
2

h 4 h
j‘e _}_—-M-é‘_

Comme =2, le point 4(0; 2) est centre de symétrie de €.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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34 page 91

fest la fonction définie sur 7/ =[0; +oof parf(x) =(2—-x)e'— 1

a) festlasommede u .... et v.... dérivable sur /

u est le produit de ... et de ... dérivables sur /

d'ou, fest dérivable sur /7, et, pour toutxde 7, f ' (x) =—<"+e* (2—x)-0=¢" (1 —x)
Le signe de /' (x) est celui de 1 —x, d'ou, ...

x |0 1 +o0

J'®

+ 0
119 l/e_l\%

La limite en +oo est étudiée apres:

lim 2-x __ o lim e" = +o0, d'ott, d'aprés la limite d'un produit, on a; 1im (2-x)e’ =

xX— +oo X—+oo xX— +oo
Finalement: 1m /(x) = _o

X—+o0
b) tracé

Placer le maximum et sa tangente horizontale
Placer le point (0; 1) et comme /' (0) = 1, la tangente en ce point a son coefficient directeur égal a 1.

¢) Sur [0; 1], 1a fonction fest strictement croissante et f{0) = 1, d'ou, pour tout x € [0; 1], f(x) = 1.

Sur [1; +oo[, f'est continue
fest strictement décroissante

fréalise donc une bijection de [1; +oo[ sur ] lim f(x) ; A =1-0; e —1]

X—+o0
Comme 0 € ]-o; e — 1], I'équation f'(x) = 0 admet une et une seule solution .
f2)=-1,d'ou, x € [1; 2]
Un balayage a la calculatrice ou au tableur donne:
f(1,84) = 0,007 et f{1,85) =— 0,046
1,84 <x<1,85
d) D'apres I'é¢tude précédente et la variation de f,
si0 <x < 1lalorsf(x)>0

 J

He
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Sil <x<walors f(x)>f (), dou, f(x)>0
Si & <x alors f'(x) < A(x), d'ou, f(x) <0

35 page 92

1

l+e
€ est sa courbe représentative dans un repére orthonormal.

fest la fonction définie sur IR par f: x +—

X

a) fest de la forme L, dvecu:x 1 + ¢ * dérivable sur R et u ne s'annulant pas sur IR, donc, f'est dérivable
!

u
surRetf= — .
u

B _(_ efx) efx
Pourtoutx € R, u’' (x)=— e *, dou, /' (x) = — = — .

() f() (1+e )2 (1+e )2
Comme pour tout X réel, e* >0, /' (x) > 0 sur IR et fest strictement croissante sur RR.

lim e = lim e’ (limite de fonction composée).

x——o x—+0
. _x . 1
Onadonc: lim (1+e) = 4o0 pujs, lim — =
- e e

La droite d'équation y = 0 est asymptote a € en —co.

lim e — lim ¢" —¢ qog. lim (1+e™) = | o lim —— — 1
Xt Yoo ’ S x— 4o 1+eix
La droite d'équation y = 1 est asymptote a € en +oo.
b) Tracé
2 //
= = —
|
P
P
—
’/
=
//
) -1 0 X
c¢) La fonction /' est le quotient de deux fonctions u et v définies et dérivables sur IR.
Ona:u:x > ¢ ,don,u'(x)=—¢* etvix > (1+e"‘)2 ,dot, v (x) =2%x(— ¢ *)X(1+ &)
—e ‘(1+e "V —2X(—e (1+e )xe " .
f"(x)= ¢ (Ite’) (%64 J(1+e7)xe Remarquer: Factorisation de ....
(1+e™)
. e (I+e ) (—(1+e )+2e ) e '(~-1+e)
S )= o = 0
(1+e ) (1+e™)

Le signe de /" (x) est donc celuide (-1 + ¢ )
Or,e " >leoex>0=x<0...

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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X —00 +00

S +

rwl T E

f' étant croissante sur IR", on a: Pour x < 0, on a: /' (x) < f'(0)
f' étant décroissante sur IR*, on a: Pour x > 0, on a: /' (x) < /' (0)

N N R
|

: 1 : :
Conclusion: f'(0) = 4 est le maximum de /"' atteint en 0.

. 1 1 1
d) Une équation de la tangente 7 en 0 est: y = 1 (x—=0)+A0)= R + )
; . 1 1
Pour étudier la position relative de € et 7 , on étudie le signe de d(x) = f'(x) — ( R + 5 )
Une méthode possible est d'étudier la variation de d puisqu'on sait que d(0) =0

1
d'"(x)=f"(x)— 1 d'ou, d ' (x) < 0 d'apres la question ¢)

X —0 0 +00
d'6) =1 ") + 0 -
d'(x) - -
d(x)
Signe de d(x) + —
€ au-dessus de € au-dessous de
Position relative T Point de T
de Cet.7. tangence
37 page 92

t défini R =
Jest définie sur R par f'(x) s

a) Variations:
Premiére méthode:
1 2
e+2 | e'42
La fonction u est la fonction exp strictement croissante sur IR a valeurs dans ]0; +oo[

festlacomposée dex 5 &' 5 " +2 5

La fonction v est la fonction affine x > x + 2 strictement croissante sur ]0; +oo[ a valeurs dans ]2; +oo[

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
15/58 E:\docs_lycee 10 _11\TS\Livre_TS\chap 3.odt 18/04/11




Chapitre 3 : fonction exponentielle

. . 1 . .. . 1
la fonction w est la fonction inverse x +— — strictement décroissante sur ]2; +oo[ a valeurs dans ]0; 5 [
X

La fonction ¢ est la fonction linéaire x > 2x strictement croissante sur |0; — [ a valeurs dans ]0; 1]

1
2
Conclusion: la fonction fest strictement décroissante sur IR.
Deuxieme méthode:
fest dérivable sur R car fest la composée de fonctions dérivables.
-2¢"
(e"+2)*"
Comme pour tout x réel, e* > 0, il en découle que f est strictement décroissante sur IR.

Pour toutx € IR, £’ (x) =

Limites
. . . 2
En —oo, on sait: lim e’ =0, dou, lim (e" +2)=2, puis, lim . =1
X——00 X— —00 X— -0 e —|— 2
oo LM L gos LM oy i lim 2 _
En +oo, on sait: 7 e =+oo,dou, . (e +2)=+oo,puis, " R 0

b) D'apres I'é¢tude des limites, la droite d'équation y = 1 est asymptote en —oo, et, la droite d'équation y = 0 (axe
des abscisses) est asymptote en +oo.

2 . . 2
Quelques valeurs dont f{0) = 3 quelques coefficients directeurs de tangente dont /' (0) = — 9
T~
T~
X§§\\
‘\:N—
-2 -1 0 y \E

38 page 92

fest définie sur R par f(x) = e* +¢e" -2

a) Variations

fest la somme de fonctions dérivables sur IR, donc, fest dérivable sur IR, et, pour tout x réel, /' (x) = 2e* + ¢
Comme pour tout x réel, e* > 0, il en découle que f'est strictement croissante sur IR.

Limite en +co.

lim f(x) = 1o (aucun probléme ...)

X—+o0

Limite en —oo.

lim f(x) - 5 (aucun probléme ...)

b) Une asymptote d'équation y = -2 en —oo.
Trace:

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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h

y

Ho
P—

Ho

¢) Intersection avec 1'axe des abscisses.

Premiére méthode:

fréalise une bijection de IR dans ]-2; +oof.

Comme 0 € ]-2; +oo[, I'équation f(x) = 0 a une et une seule solution.
Comme f{0) = 0, cette solution est 0.

Deuxiéeme méthode:

On pose ¢' = X.

X=¢"
X*+X-2=0
L'équation du second degré a deux solutions réelles: 1 et —2
e* =1 a pour solution 0 et ¢* = -2 n'a aucune solution.

La tangente au point O(0; 0) est: y =/ (0).x = (2" + e”)x = 3x

L'équation e* + e — 2 = 0 est équivalente au systéme

41 page 92
2) f(x) = "

7 <\ 2
festlacomposéev uouu:x H— x etvix B> ¢

. 2 . X . )cZ
Limite en —o de f: Comme Xlir}lw X =+oet xlier € alors M €& =o

X— —00

. 2 . X . X
Limite en +o de £ Comme 1M X" ¢t lim e giopg lim " = 4o

x—+w xX—+00 xX— +0oo

Dérivée de f: fest dérivable sur IR, et, /' (x) = 2x "

Variations de f:

/' (x) est du signe de x car, pour tout X, exp(X) > 0

fest strictement décroissante sur IR™ strictement croissante sur IR™.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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Le minimum f{0) =1

e -3
e +1

b) f(x) =

. u \ X X
festlequotlent;ouu:x > e¥-3etvix B e'+1

. . X . 3x . 3x
Limite en —o de f: xlil}lw 3X — et lim e — 0, donc, lim €™ = ¢t lim e"-3 — 3
et lim e'+1 —
) ) eSx _3
Par conséquent: lim — =-3
- € +1

Limite en +oo de f:
Pour chercher la limite en +oo, il est nécessaire de transformer 1'écriture.
En multipliant le numérateur et le dénominateur par ¢ * ou en factorisant par ¢”,

(e3x_3)efx e2x_3efx

il vient: f(x) = ~— — = —
T (e T e
: 2x —x . x
On a alors: hIPG -3¢ =+wet llrfl l+e " =
3x
. . e -3
Par conséquent: lim —; = 400,
xoto € 41

3e™(e+1)—e'(e™-3) 2e"+3e"+3¢"
(e*+1)° (e"+1)

Dérivée de f: fest dérivable sur R, et, /' (x) =

Variations de f:
f'(x) >0 car, pour tout X, exp(X) > 0
fest strictement croissante sur R.

Remarque sur Cy

Cra une asymptote horizontale d'équation y = -3 en —co.
e*X

e +5

) f(x)=

: u \ —x 2x
festlequotlent;ouu:x = e “etvix B et +5

—X

. . . —X . X . 2x N . e
Limite en —o de f: lime = lime" — ;4 et lim e” — 0, d'ou, lim o = +o0
X— —00 xX—+oo X— —00
xo-w € +5
.. . —-X . x . 2x . . eix
Limite en +oode g lim e~ = lim e —( o lim e — 1 gop, lim =0
X— +o X— —00 x>+ 2x
ot e 45
—e Y(e™+5)-2" (e ) _ —3e'-5¢"

Dérivée de f: fest dérivable sur R, et, /' (x) = (4 5) T (P 4s)

Variations de f:
f'(x) <0 car, pour tout X, exp(X) > 0
fest strictement décroissante sur IR.

Remarque sur Cy

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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Cra une asymptote horizontale d'équation y = 0 en +oo.

2x+1
d =e
V@) =exp =
. . 2x+1 .
festlacomposée v uouu:x etvix H— e
x+3
Limites en -3.
Deux cas:
_ : lim x+3 i 2X 1
Six<-3,ona: xllrg 2x+1 = 5¢1 o, =0etx—3<0donc }Eg 13 =+o,
: x<-3 Jx<73
. i 2x+1
Or, lim e =40 don, M P73 = 4o,
x<-3
, : lim x+3 iy 2Xt1
Six>-3, on a: lirn3 2x+l — 5ty =0etx—3>0donc xliri Y413 =0,
e x>-3 r>—3
) . i 2x+1
Or, lim " =0, dou, M PTIF <o,
x>-3
Limites en —oo et en +oo de f:
On cherche d'abord la limite en +oo et en —oo de u.
ol
. . . . 2x+1 . X
u étant une fonction rationnelle, on a: lim = lim ——— =2
x—+ow x+3 X— +o0 3
1+=
X
. . +1 li x ) L, .
D'ou, lim exp . = me = (Continuité de la fonction exp en 2)
xX— 40w x—

Méme démarche et méme résultat en —oo.

Dérivée de f:
u étant une fonction rationnelle est dérivable sur ]—oo; —3[ et sur ]-3; +oo].

oo 2(x43)-(2x+1) 5
WS TTRRE T (ks
Lo 5 2x+1
/1= (x+37 P x+3

Variations de f:
f"(x)> 0 car, pour tout X, exp(X) >0
fest strictement croissante sur sur |—oo; =3[ et sur |-3; +oof.

Remarque sur Cy

Cra une asymptote horizontale d'équation y = e” en —oo et en +oo
et une asymptote verticale d'équation x = -3
Remarquer le point de coordonnées (—3; 0)

&) f()=x ¢

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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Limites en —oo et en +co de f:

1
On cherche d'abord la limite en +oo et en —oo de T

X

lim = = et lime" = o0 =1 qog, lim e =

xo4m X x—0 x—+w
. 1/x
lim xe' " = 4o
x—+ow °
A , llm 1/x
Méme démarche en —oo donne: o Xe  =_oo,

Limites en 0.

Deux cas:
lim L lim xe'”
Six<0,ona: |, =-oet lim e =0, d'ot, 1o =0
<0 Yoo x<0

Quand x > 0, on obtient une forme indéterminée

1/x
o e
On écrit: f(x) =

1

X

.1 ! .

ona: lim= =+wet lim & = +oo, d'oul, lxli%f(x) =40

x—0
>0 1=+ x>0

Dérivée de f:

festleproduitde u:x + x etdevix — ¢'*

v est la composée de la fonction inverse suivie de la fonction exponentielle.

v est par conséquent dérivable sur ]0; +oo[ et ]—oo; O[. Il en est de méme pour f.

1 X X - X
__2’61/ ) _ (l_l)ell _ X le1/,
X X X
Variations de f:

1" (x) est du signe de x(x — 1) car, pour tout X, exp(X) > 0

f"(x)> 0 sur ]-oo; O et sur ]1; +oof. f'(x)<0sur]0;1[

fest strictement croissante sur ]—oo; O[ et sur [1; +oo[ et strictement décroissante sur ]0;1]
fadmet un minimum local f{1) =e

1 1/x 1/x
Onaalors:v'(x)= —— e M etf'(x)= l.e'* + xX
X

Remarque sur C;
Cra une asymptote verticale d'équation x =0
Remarquer le point de coordonnées (0; 0)

S(x) _ lim "

x—+o

Direction asymptotique: lim =1 De méme en —oo.

x—+mo X
La courbe a une direction asymptotique de coefficient directeur 1 (paralléle a la premicre bissectrice dans un
repere orthonormal)
Asymptote oblique: On cherche la limite de f'(x) — x en l'infini.
On cherche donc la limite de x ¢ —x= x(e"™* —1)

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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1 e . .
En remarquant que . tend vers 0 en l'infini, on pose /& = ~ (d'ou ) et on cherche la limite en 0 de

=
e 1
h

On reconnait la limite du taux d'accroissement de I'exponentielle en 0.

h
-1 _ exp'(0) = exp(0) = 1

. c
lim
x—0

Finalement: f{x) — x a pour limite 1 en I'infini et f{x) — (x + 1) a une limite nulle en 1'infini.
La droite d'équation y = x + 1 est asymptote a Cyen +oo et —oo.

f)f(X) — e3x _ er -1

Limite en —o de f; aucune difficulté ... xlirflw fx) -

Limite en +oo de f: Forme indéterminée... On factorise le terme de plus haut degré
f(x)= eSX(I o e—x o e—3X) xl_l)l;l:loo f()C) =+00

Dérivée de f:

f'(X):363X _2 er — eZX(3 ex _2)

Variations de f:
f'(x) est du signe de (3 ¢* —2) car, pour tout X, exp(X) >0

2

3e" -2>0 o ¢ > 3 e x> In (g) (In bijection réciproque strictement croissante de 1'exponentielle)
2
3

3" -2<0 o ¢ < e x<In (g) (In bijection réciproque strictement croissante de 1'exponentielle)

1" (x)<O0sur ]-o; ln(%)[. f’(x)>0sur]1n(%);+oo[

) . 2 . . 2
fest strictement décroissante sur ]—oo; In (5) ] et strictement croissante sur sur [ In (g) ; +oof

2 31
. ml2) 2 3L
fadmet un minimum f{ n( 3 ) ) 27
Remarque sur Cy
Cya une asymptote horizontale d'équation y =—1 en —co. Index

47 page 92

3+x
1—x

fest la fonction définie sur D, = ]1; +oo[ par f'(x) = exp

1) Sens de variations.

X .. .
suivie de la fonction exp
—X

fest la composée de u: x —

Comme exp est une fonction strictement croissante sur IR, la variation de f'sur D, est celle de u.
I1X(1-x)—(=1)X(3+x) 4
u'(x)= =

2 - 2
(1-x) (1-x)
Comme u' (x) > 0 sur D;, u, et par conséquent £, est strictement croissante sur D .
2) Reconnaitre la limite d'une fonction composée

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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limite en 1
Nécessairement x > 1, d'ou, 1 —x <0
Comme lim (3 +x)=4et lim (1 -x)=0,ona: lim u (x)=—oo.

x—1 x—1 x—1

On en déduit: lim f(x)= lim e =0

x—1 X ——

Limite en +oco.

3 X 3 +1 3 +1
+ X o
Comme x > 0, e -2 ,on en déduit, lim u (x)=-1
l_x 1 1 X—+0
x({—-1 ——1
X X
. . 1
lim f(x)= lim et =l = . (Continuité de I'exp en —1)

x—+ow X—--1
3) Tracé

Reconnaitre I'asymptote d'équation o

En 1, on s'approche du point de coordonnées (1; 0).
Quelques valeurs a déterminer ...
¥y

D
)l

Le repére est orthogonal

51 page 93
a) Les solutions de I'équation différentielle y’ = —5y sont les fonctions x — A4 ¢

Comme f{0)=5,0ona: 4 ¢ " =5,d'ou,4=15
y'==3y
f(0)=5

La solution de est la fonction f: x > 5¢ >

5
b)3y'+5y=0e y'=— 3y
. : . . 5 . 5
Les solutions de I'équation différentielle y'= — 3 sont les fonctions x > 4 73"

Comme f{-1)=0, on a: 4 e—%XH) =0,dou,4=0

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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3y'+5y=0
f(=1)=0

La solution de est la fonction f: x > 0 (fonction nulle)

y

N | —

)2y—-4'=0 < y'=

X

1 1
a) Les solutions de 1'équation différentielle y' = 5 ¥ sont les fonctions x > A4 e?

1

1, 1 1
A etf'()=74¢e =1

1
Comme /' (1) =1, on calcule ' (x) = B

On en déduit: A =2 eié

1
=X 1
x eZ =2 E(xfl)

ST

2y—-4y'=0
f(1)=1

d)0,1y'+3y=0« y'=-30y

La solution de est la fonction f:x 2 ¢

Les solutions de 1'équation différentielle y' = —30y sont les fonctions x > A ¢ ¢
Comme /' (0)=1, on calcule ' (x)=-304 ¢ " etf'(0)=-304=1

On en déduit 4 = — €L

30

. 0,1 y'+3y=0 ) ' 1 5.
La solution de 71(0)=1 est la fonction f: x > — 30 ©

55 page 93
(E):y'=y(1-y)

1

On suppose que les solutions de (£) ne s'annulent pas sur R et on pose z = ; .
IMPORTANT: z et y sont des fonctions.
z'= _); (Dérivée de l'inverse d'une fonction)

-y’ 1 1
Dez'= ); ,ontire y'=-—z'xy? z= —,ontire: y= —

y y z
1y 1 1
En substituant dans (£), on a: —z' x (—) =7 (1- > )
z

i o 1
En multipliant par z* les deux membres, il vient: —z' = z(1 — > )
Puis, z'=—z+1 (E")
Cours: L'équation (£") estde la forme y'=ay + b, (a=—-1etb=1) d'ou,
les solutions de (£) sont les fonctions: x > C ¢ * _Ll =Ceg*+tlouCeR.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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1
Comme y = % , on a: les solutions de (E) sont les fonctions f: x m a condition de choisir C tel que
e
C e " +1 # 0 (Cette condition est assurée quand C > 0)
. . . —(—Ce™™” Ce "
Vérification: /' (x) = (Csex+1))2 = (Ce 117
1 1 1 Ce " +1-1 Ce”
1- = 1- = =
SEOA=SD= T )T o vt il (Cerl)
J
AT
IR
NA \
A
, AR\
. —
-6 | -5 | 4 | B[ Pr o 4 o
N
LU
AT
L1
IRI
\

Voici 10 courbes de la famille (C entier de -5 a 5)

56 page 94
L'équation y '=2y + 4 est de la forme y "= ay + b.
Les solutions sont donc les fonctions x —> C ¢°* —2

Parmi ces solutions, on cherche celle qui vérifie f(2) =3
i 5
On adonc: Ce* -2 =3, soit, C= —; =5¢*
e

Conclusion:

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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la solution de I'équation qui passe par le point A(2; 3) est la fonction £ x > 5¢* e —2=35 e 2

57 page 93
(E): y'+ 4y = 3xe™
(E:y'+4y=0
a) L'équation différentielle (£") est de la forme y'= ay avec a = —4, donc, 1'ensemble des solutions de (E£") est
l'ensemble des fonctions £ x — Ce™ ou C € RR.

b) Soit une fonction g définie sur R par g (x) = (ax + b)e*

g est solution de (E) si et seulement si, pour tout x réel, g’ (x) + 4g (x) = 3xe™

Or, g' (x) = ae™ + 2(ax + b)e* = (2ax + (a + 2b))e™

g est solution de (E) si et seulement si, pour tout x réel, (2ax + (a + 2b))e* + 4(ax + b)e*™ = 3xe*
g est solution de (E) si et seulement si, pour tout x réel, (6ax + (a + 6b))e* = 3xe™

Comme ¢* > 0, on en déduit:

g est solution de (E) si et seulement si, pour tout x réel, 6ax + (a + 6b) = 3x

6a=3 soit:a= — etbh=— —

Par identification des coefficients, on a: 4465=0" 5 -1

1 1 1 1 1 1
Vérification: g (x) = ( 5%~ 13 Ye*d'ou, g’ (x) = 5 e +2( PRy )™= (x + 3 e

l 2x l L 2x 2x
(x+ 3)e +4><(2x— B )e™ = 3xe

Complément:

Supposons une autre solution / de (E), on a alors:

h'(x) +4h (x) = 3xe™

Or,

g'(x) +4g (x) = 3xe™

Le systéme A’ (x) + 4h (x) = 3xe* et g’ (x) + 4g (x) = 3xe™ implique (A’ (x) —g' (x)) +4(h (x) —g (x)) =0
En posant ¢ =4 — g, il vient: ¢ est une solution de (£"), donc, ¢ = f(voir a))

1 1
donc, & (x) = Ce™ + ( DRIy )e?ou C € R.

Réciproquement:

h'(x)=f"(x) +g' (x)

et h'(x) +4h (x)=/" ()t g () +4(/(x) + g () =(f" (x) + 4/ (x)) + (g' (x) + 4g (x))
Comme [’ (x) + 4f (x) = 0 et que g’ (x) + 4g (x) = 3xe*, on obtient: i’ (x) + 4k (x) = 3xe™
Conclusion: les solutions de (E) sont les fonctions

1 1
—4x+ _ 2x A
x = Ce (2x 12)6 ouCeR.

63 page 94
Equation différentielle: y' = -3y+5  (E)
f'solution de (E) telle que f{0)=0

Quel que soit la pas /4, on sait:
Approximation affine de £ f (x,+h)~f(x,)+hf"(x,)

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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Or, d'aprés (E): f'(x,)==3f(x,)+5 ,

on obtient l'approximation suivante: [ (x,+h)~ f(x,)+h.(=3 f(x,)+5)~(=3h+1). f(x,)+5h

En notant x,, y, et ', les approximations obtenues au tableur, on a:

Yuit = Yo+ A% Y = yo + hX(3y, + 5)

A B C D

Xn Yo ~ flxn) yn o~ f(x)

0 0 "=-3*C2+0,5

N | N DN | B W N =
DN A W= oS

8 6

En rouge, les données f(0) =0 et y' =-3y+5
les formules de construction des abscisses pas a pas et des ordonnées en utilisant I'approximation affine
def.

En " tirant " les cellules B3, C3 et D2 vers le bas, on recopie en ajoutant 1 au numéro de ligne
Méthode d'Euler. On construit les points M Jxv) telles que

Si h=0,5 ,ona: x,.,=x,70,5 et )’,Ff(xn)

Lasuite (x,) est donc une suite arithmétique de premier terme X,=0 et de raison r=0,5 .
On en déduit: x,=x,+nr=0,5n

et V,.;=—05y,+2,5

Cette suite (,) est une suite arithmético-géométrique
Au tableur, on a:

n 0 1 2 3 4 5 6
X, 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
Y 0 1,25 1,88 1,56 1,72 1,64 1,68

Compléments:

1) programmation rapide a la calculatrice:

faire: 0 ENTER (On entre la valeur du premier terme Y, .

faire: —0.5XANS + 2,5 ENTER, ENTER, ENTER, ... A chaque "ENTER" apparait le terme suivant de la suite
(Voir étude d'une suite aritmético-géométrique: fiche Suite arithméco-géométrique

66 page 94
On considere 1'équation différentielle (E): y'+y=x>—2
1) Méthode d'Euler
¢ est la solution de (E) telle que $(0) =2 et le pas est 0,1.
On a donc: $(0,1) ~ $(0) + 0,1 XP(0)
Or, ¢'(0) = 0> -2 — $(0) d'apres 1'équation (E), soit, ¢'(0) =—4

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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$(0,1)~2-04=1,6
$(0,2) ~ ¢(0,1) + 0,1xp'(0,1) avec d'(0,1) ~ 0,122 — 1,6, soit, $(0,1) ~ —3,59
$(0,2) ~ 1,6 — 0,359 ~ 1,241

$(0,3) ~ $(0,2) +0,1XH'(0,2) avec ¢'(0,2) ~ 0,22 — 2 — 1,241, soit, $'(0,2) ~ ~3,201
$(0,3) ~ 1,241 —0,3201 ~ 0,9209

2) Résolution de I'équation
a) (E"): y"+y=0estdela formey'=-y;
les solutions de (E’) sont les fonctionsx > C ¢ ou C € R.

b) La fonction g définie sur IR par g (x) = x> — 2x a pour dérivée: g’ (x) = 2x — 2, d'ou,
Pourtoutx e R, g’ (x) +g(x)=2x -2 +x*-2x=x*-2

g est donc une solution de (E).

c) sens direct:

fest solution de (E) et g est solution de (E), d'ou, on a les égalités suivantes:
Pour tout x € R,

ST+ ) =x=2

g t+tg)=x*-2

Par différence, il vient: /' (x) —g' (x) +f(x)—g (x)=0

soit:

Pour toutx € R, (f—g)'(x) +(f—2)=0

conclusion: f— g est solution de (E’)

sens réciproque:

f— g est solution de (E'), d'ou, on a 1'égalité suivante:

Pour toutx € R, (f—g)'(x) +(f—g2)=0

soit: /' (x) — g (x) +f(x) —g (x) = 0, ou encore, /' (x) + f(x) =g (x) + g (x)
Or, g est solution de (E), donc, g’ (x) + g (x) =x>—2

Conclusion:

Pourtoutx € R, /' (x) + f(x) =x*—2

fest solution de (E)

d) Il résulte de a), b) et ¢) que les solutions de (E) sont les fonctions f définies par:
Pour toutx € R, (f—g)(x)=C ¢ ouCeR.
fix—> Ce*+x*—2xouCeR.

(Voir_animation avec GeoGebra)

e) La solution ¢ telle que ¢(0) = 2 est déterminée par C e ° + 02 —2X0 =2, soit, C =2

Pour toutx € R, p(x) =2 ¢ * +x2—2x

La calculatrice donne pour ¢(0,3) = 2¢ ** +0,32—2Xx0,3 ~ 0,972 4 10> prés par exces.

67 page 94

a) f définie sur R par f(x) =e*—x—1

fest dérivable sur R (somme de fonctions dérivables). f'(x) =e* — 1

Six <0, ona: e" <1 (fonction exponentielle strictement croissante) f'(x) <0 etc.
fest strictement décroissante sur |—o0;0] et strictement croissante sur [0;+oo].
fadmet donc un minimum en 0 qui vaut f{0) =0

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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pour tout x réel, f(x) =0

Conclusion: 1+ x < ¢* (1)
L'égalité n'a
lieu que pour x =0

b) En remarquant que 1'inégalité (1) est vraic pour tout réel, on peut I'appliquer a —X,
ce qui donne: 1+ (=X)<e*

1
Commee”= — ,ona:l-X< —
e e
SiX<1,alors 1 -X>0.
) 1
Comme la fonction inverse est strictement décroissante sur |0;+oo[, on obtient: —x > er
L'égalité n'a lieu que lorsque X = 0.
1
Pour X # 0 et X<1,ona:e*< T—x ()
1 . ‘o 1 A
¢) Posons X' = 1 aveen entier supérieur ou égal a 1.
1
Puisquen = I,ona:n+1>1etdonc 0 < 1 <1
b
L'inégalité (2) s'applique et il vient: e"*' < ! 1
1—
n+1
1 _ n+l _ 1 +l
1 n n
n+1
1 1 1 n+1
On en déduit: "' < 1+; et en élevant a la puissance (n+1), €< 1+; (3)

1 1 1 1
En posantx=—" dans (1), il vient: 1 + P e” (inégalité stricte car . 70

En élevant a la puissance n: | 1 +l <e| 4 . ol
n 1
— < _
D'apres (2) et (3): b+ n es | n
d) Pour tout n = 1, on pose u, = 1+l
n
D'apres (3): u, <e, soit, e —u, > 0
' 1 n+1 B 1 n 1 B l
D'autre part, (14— = |1+—| X|14+—=| =u,x [1+—
n n n n
On a alors d'apres (4): € — u, < u, % 1+l — Uy,
n

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
28/58 E:\docs_lycee 10 _11\TS\Livre_TS\chap 3.odt 18/04/11




Chapitre 3 : fonction exponentielle

1 u,
Or,u,x (1+—| —u, = — etu,<eete<3
n n
. 3
Finalement: 0<e—u, < W
3
e) Quand » tend vers oo, — tend vers 0.

On en déduit que la suite (e — u,) tend vers 0 (Théoréme des gendarmes)
La suite (u,) tend vers e

68 page 94

x et y sont deux réels strictement positifs.

X

. e
Comparaison de — et e.
X

Meéthode:

X

On ¢étudie le signe de la différence £ e
X

Remarque:

X

e A :
Comme x>0, — —eete"—exsontdu méme signe.
X

Rédaction:
La fonction f'définie sur ]0; +oo[ par f(x) = €' — ex est dérivable et, pour x >0, /' (x) = e"—¢
Comme la fonction exponentielle est strictement croissante sur IR, on a:
six>1alors "> e, soit f'(x) >0,
six <1 alors e'<e,soit f'(x) <0,
etsix=1alors e'—e=0

x |0 1 +o0

/') - 0 4
. 1 \ O / +00

La fonction f'admet un minimum en 1 qui vaut (1) =e—e =0
pour tout x > 0, f(x) = 0, soit: e* > ex

X

Comme x > 0, il vient: £ >e (1)
X

})
La propriété étant vraie pour tout réel strictement positif, on a: £ e (2)
y

En multipliant membre-a-membre, les inégalités (1) et (2) de nombres strictement positifs,

x y
on obtient: < x £ > exe. Or, e'Xe' =¢e""
X y
ex+y
Finalement: Si x et y sont deux réels strictement positifs, > e
Xy

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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69 page 94

fest une fonction dérivable sur R possédant la propriété suivante:

Si P est le point d'intersection de la tangente 7'a Cyen M avec l'axe des abscisses et H le projeté orthogonal de
M sur cet axe, alors la distance PH est égale a une constante k (k> 0) (On a donc: PH # 0)

a) on note a l'abscisse de M.

Une équation de Test: y=f"(a)(x—a)+ [ (a)

b)Onaalors ¥,=0 et0= f'(a)(x,—a)+f(a),

Si f'(a)=0 alors f(a)=0 .M, H et P sont confondus. PH = 0 ce qui est impossible

—/f(a)

f'(a)

Comme H(a;0), on sait: PH=|x,—a| =k

sif'(a) # 0 alors Xp—a=

On en déduit: les fonctions f cherchées vérifient la propriété

a2 ,
suivante: f(a) # 0 alors k= ;,<(c;)) ‘l\M J: //
et comme k> 0, on en déduit: f{a) # 0 et f’(a)‘=l

’ ' fla)| k

c) f est par conséquent solution de l'une des €quations

1 1
différentielles y'= Y ouy '=— R

|
|
|
|
T\ /
1, TR AN )4
Les solutions sont les fonctions: x 1 +>Ce" | N\ v/
_1 N v
X \ | A
o xi=>Ce * ouCE€R | 1\ — -
d) Si k£ =2 et que C; passe par le point A(2;1), on a deux | ____,/5( = —
fonctions —: —
| X

Ly
fi:x>Ce®> avec f (2)=1, ce qui donne C=l=e

e i \

L, \

fi(x)=e 2 3
1

frx=>Ce?® avec f,(2)=1, ce qui donne C=e

1——x
fa(x)=e

73 page 95

On considere la fonction f'définie sur [0; +oo[ par £ (x) =3 x + 1 — xe*. On note € sa représentation graphique
dans un repere orthonormal.

a) f'est la différence des fonctions u: x > 3x+ 1l etv:x — xe*

v est le produit de deux fonctions x > xetx — ¢

Toutes ces fonctions sont dérivables sur [0; +oo[ , d'ou, fest dérivable sur [0; +oo].
Pour toutx = 0,ona: f'(x) =3 —(e*+ xe*)

De méme la fonction ' est dérivable sur [0; +oof, et,

pourx = 0, /" (x) =—(e* +e* +xe')=—(2e" + xe*)

b) Si x > 0, comme pour tout x réel, e* >0, /" (x) <O0.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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/"(0)=0

La fonction /' est donc strictement décroissante sur [0; +oof.

On sait que lim ¢* =+o0, d'ou, lim (e*+ xe*)=+oo, puis, lim [3 —(e*+ xe*)] =—o0.

c¢) La fonction /' étant dérivable est continue sur [0; +oo[.
La fonction /' est strictement décroissante sur [0; +oo[.

Elle réalise donc une bijection de [0; +oo[ dans ]—oo; 3].

Or, 0 € ]-o; 3], d'ou, 1'équation /' (x) = 0 admet une et une

x |0 +00
re| -
3
rw

seule « strictement positive.

d) A 1a calculatrice, on lit: f£'(0,6) ~ 0,08 et f'(0,7) ~—0,42

xX—+o© X—+o©

Comme f'(0,7)<0<f"'(0,6), on obtient 0,6 < x < 0,7
e) Limite en +oo de f.
Remarque:

La forme donnée initialement pour /' (x) mene a une indétermination.

Meéthode: on factorise (ici, on a le choix entre la factorisation de x et celle de e*)

ou f(x)=3x+1—xc=e(3 — +
€

1
Pourx>0, f(x)=3x+1-xe"=x3+ ; —e)
Comme lim e =-4wet lim L1 =0,ona: lim (3+ 1 _ ) =0,
X X2t X x— 4w X
Par produit, on obtient: lim x(3 + 1 )= —o0.
xX— 400 X

. x . .
Avec l'autre factorisation: On sait (cours): lim € = +oo, d'oun, lim

x40y x—+o0
Onaalors: lim (3 X + 1 —x) =—oet par produit: lim e (3 X +
xX—+o ex ex X—+o ex

f) Comme /' (x) = 0 et que la fonction /' est strictement décroissante sur [0; +oo[, on a:

si0 <x<walors f'(x)>0etsix>xalorsf'(x)<0.

x |0 x +o0
S'x) + 0 -
Ax)
Jx)
9| / \ -

Remarque: on peut donner différentes écritures de f(x)

Calcul de f() f(o) =3¢+ 1 — xe”

Or, xest définie par ' (x) =3 — (" + «e™) =0, d'on, e = e“—3
) =3+ 1—-wxe” = flo) =3+ 1—(e"—3) =3+ 4—e"

g) Sur l'intervalle [0; «], f'est strictement croissante et f{0) = 1.
Par conséquent, fne s'annule pas sur [0; «]

_x)

31/58
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Sur [ot; +oo[, f'est continue, strictement décroissante et 'intervalle image est ]—o0; f{x)]
Les conditions du corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires sont vérifiées, d'ou, I'équation f'(x) =0
admet une unique solution B appartenant a l'intervalle [; +oof.
Plus précisément, f(1) =4 —e >0 (car 2 <e <3)
3 11 3 3
A 2)— 2 "5 e ~—1,22

3 3
Comme f{ 5)<O<f(l),0n0btient:l<B< 5

78 page 96
. . . . Cl’l Bl’l
(Correction: Partie C, la suite (un) est définie par u, = C 4 )

Partie A. Etude d'une fonction auxiliaire
La fonction g est définie sur IR par: g (x) =2e"+2x -7

a) lim g(x) =—coet lim g(x) =+oo (aucun probléme de calculs ...)

X——00 X— +0o0

b) g est la somme de fonctions dérivables sur IR.

g'(x)=2e"+ 2 qui est strictement positif pour tout x réel, donc, g est strictement croissante sur IR.
¢) g est dérivable sur IR, donc, g est continue sur R.

g est strictement croissante sur IR.

g réalise ainsi une bijection de R dans ] lim g(x); lim g(x)[=]-o0; +oo[ = g(R).

X——00 x>+
Comme 0 € g(IR), il existe un et un seul antécédent a 0 par g.
L'équation g (x) = 0 a une et une seule solution « dans RR.
Comme g(0,94) <0 < g(0,941), il vient: 0,94 < x < 0,941

LrL.r.r.r.r
[= g Ll L XY )

L
I

Conséquence:

g s'annule en changeant de signe en
Six<owalors g (x) <0
Six>aalors g (x) >0

Partie B. Etude d'une fonction f

La fonction f'est définie sur R par f(x) = (2x - 5)(1 — ¢ ).
On note € la courbe représentative de f'dans un repere orthonormal (Oj; 1, j) .

a) f'(x) est un produit de deux facteurs, d'ou, 1'étude du signe de chaque facteur résumé dans un tableau de
signes.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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X —00 0 52 +00
2x—35 — _ 0
I—¢e" — 0 +
f(x) + 0 - 0
b) Limite en —oo.
lim 2x -5 = oo, Xlirflw e =+oo, d'ou, xlirflw l-e " = o,

D'aprés la limite d'un produit, on a: lim f(x) = +oo.

X— —00

Limite en +co.
lim 2x-5 =40, lim e =( don, lim 1-e" =1

x— 400 xX— 4o X—+0o0
D'apres la limite d'un produit, on a: )EPOO flx) = +o0.
c) festle produitde ....etde .....
Ne pas oublier que la dérivée de la fonction composée e” est (¢*)'=u ’e”
X > 2x —5 apour dérivée x — 2

—X

x > 1—¢e*apourdérivéex > —(—1)e™= ¢
ffx)=21-e ")+ (2x-5) e " =2x e " —Te " +2
o1 2x-7+2¢" _ g(x)

= ;;,ona;fwx)Z T e &

Comme e

Comme e* > 0, le signe de /' (x) est celui de g (x).
D'apres le Ad), six <o, g(x)<Oetsix>ax, g (x)>0

X —00 X +o0

I’ - 0 4+

f(x) +00 \ f(o() / +00

d) i) = Qax—35)(1 - ¢*)=Qx-5) (e“e:1)

or, « estl'unique réel tel que 2e* +2x—7=10

Dong, " = 72 ete*—1= 72 -1= -2«

’ 2 2 5
Smu(ewgl):(sifa)(7:2a): 2:32::52:3
dbmﬂmy=Qu—5X§§:§):£%%t2i
2) Soit h définie sur D, = o3 [ par h (x) = (22 = 57)2

Remarquer: « € D), et h(x) = f(x)
2x2(2x-5)(2x-7)-2(2x-5)* (2x-5)[4(2x-7)-2(2x-5)]

(2x—5)(4x—18)

h )= (2x-7) B (2x-7)

(2x=7)
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2(2x-5)(2x-9)
(2x-7)
Sur D, , on sait: 2x — 5 <0 et 2x — 9 <0, d'ou, 4’ (x) > 0 et & est une fonction strictement croissante sur D, .
Encadrement de f{x) (ou /#(x))
Comme f{a) est le minimum de £, on a: flot) <£0,94) et flx) < f(0,941)
Comme /4 strictement croissante, on a: £(0,94) < h(x) < 7(0,941)

Flakl Flakz Flot:
WMABCZE=-30 (1=
oy

S - Lt
2

gy -1.901
Ayl =1.901
A4y -1.901
Ay -1.901 | -1.896

a4y -1.901 | -1.89Y4
ayc -1.901 | -1.89%
A48 -1.901 | -1.891

z=-1.8993535295

Méthode pour encadrer f(x).

On choisit la valeur par défaut de la borne inférieure 4(0,94) avec deux décimales (puisqu'on demande un
encadrement d'amplitude 107%)

et on prend la valeur par excés du minimum des majorants de f{ot) (les majorants sont: £{0,94), f(0,941),
h(0,941))

On a donc: 1,91 < flx)

La calculatrice donne, f{0,94) <—-1,90 et £{0,941) <—-1,90 et #(0,94) <-1,89.

Conclusion: —1,91 < f{x) <—1,90

Un zoom

y /

4,8 Q //
//

- F-q--F-4--F-4--F- ---------/r
_119 |
D, 938 0,939 0,194 0,%41 0, 94¢
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/,
H

/

7

ou encore:

voici les positions relatives des nombres sur 1'axe des réels (les écarts réels ne sont pas conservés)
Valeurs approchées avec 7 décimales: f{0,94) ~ —1,9012412
f(0,941) ~ —1,9012398
h(0,94) ~ -1,9012500
h(0,941) ~ -1,8995553
| | | | | | | |

191 (0,94 h() = i) [0.94)  f0941)  —1,90  h(0.941) 1,89

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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e) On pose d(x) = F(x) — (2x—5) = 2x—5)(1 — e * )~ (2x—5)= — (2x—5) &
Comme lim e * =0, la droite D d'équation y = 2x — 5 est asymptote a €.

x—+o

Comme pour tout x réel, ¢ * >0, d(x) est du signe opposé a 2x — 5, d'ou,

. , . : 5
la droite D d'équation y = 2x — 5 est strictement au-dessous de € lorsque x < 5

. , . . 5
la droite D d'équation y = 2x — 5 est strictement au-dessus de €’ lorsque x > =

2
, 5
la droite D d'équation y = 2x — 5 coupe € au point de coordonnées 5 ; 0)
f) Graphique (unité 2cm) )
\l2
(¢

—

He

N

Partie C; Etude d'une suite de rapports de distances.

Pour tout entier n supérieur ou égal a 3, on a:
A, d'abscisse n sur I'axe des abscisses, donc, A,(n; 0)
B, d'abscisse 7 sur la droite D, donc, B.(n; 2n —5)
C, d'abscisse n sur la courbe €', donc, Cy(n, (n)) = (n; 2n-5)(1—-¢ ")

Cn Bn
4,8,
a) D'apres 1'étude précédente, C.B, = 2n — 5 — f(n) car, D au-dessus de € lorsque n > 3.
et AnBh=2n—-5-0=2n-5

2n=5-f(n) _ 2n-5)(1-(1-¢") _ . _ () = (l)

Up

On a donc: u, = nes = 5

3

. . . . . 1
La suite (u,) est donc une suite géométrique de premier terme u; = ¢~ et de raison o

. 1 .
b) Puisque — 1 < . <1, la suite (u,) converge vers 0.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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Le résultat était prévisible puisque C,B, est I'écart entre 1'asymptote et la courbe et que 4,8, tend vers l'infini
puisque la droite D représente une fonction affine croissante.

81 page 96

Sfest définie sur [-1;1] par f(x)=2¢"+ax+b

a) C passe par l'origine O si et seulement si f(0)=0

Or, f(0)=2¢€"+bh=2+b .On en déduit: b=—2

La tangente a C en O a pour coefficient directeur 3 si et seulement si f '(0)=3 |
or, f'(x)=2¢"+a ,dou, f'(0)=2+a . On en déduit: a=1

b) La fonction f est définie sur [-1;1] par f(x)=2e"+x—2 , et, 24

f(x)=2e"+1

b
\\u

Comme ¢*>( , on obtient: pour tout x réel, f'(x)>0 , d'ou, fest /

strictement croissante sur [—1, 1] /

W

Commentaire: Pour déterminer les variations de f, il suffit ici de /

considérer la somme de deux fonctions strictement croissantes sur /

R : /

¢)soit g x+>e*—(x+1) quiapourdérivée g'(x)=e"—1 .

Or:Si x>0 ona: ¢'>1 etsi x<0 ,ona: ¢"<1. /

H
~

On en déduit que g admet un minimum en 0 qui vaut 0.

Pour tout x réel, g(x)=0 £

d) Une équation de la tangente 7" a C au point d'abscisse 0 est:

y=/"(0)(x—0)+ f(0) - P T | x

y=3x (voir a)) /

i

e) La position de C par rapport a 7T est donnée par le signe de /

f(x)=3x 7

f(x)-3x=2e"+x-2-3x=2"-2x-1)=2(e"-(x—-1)=2g (x) /

Comme g(x)=0 , la courbe C est au-dessus de 7.
f) Graphique (respecter les unités: 2 cm sur chaque axe)

86 page 97
(E) est I'équation différentielle y ' — 3y =2 (Remarque: (E) &y ' =3y +2)

(A) l'équation (E) admet pour solutions les fonctions f définies sur IR par f (x) = Ce’* + 2 avec C réel
quelconque.

Cette phrase est fausse.

Pour le prouver, on peut faire:
Soit f(x)=Ce’* +2

d'ou, /' (x) = 3xCe’*

f1(x)=3f(x)=3xCe’* —3(Ce’* +2)=-6
L'équation y " — 3y =2 n'est pas vérifiée.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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W N

1
(B) La solution particuliere de (E) telle que : f(0) = 1 est définie par [ (x) = 3 (5¢°* —2)

Preuve:

Une méthode:

1 1
f(x)= 3 (5¢’* = 2),dou, /' (x) = 3 x5x3e3* = 5¢3%

f'(x)=3f(x)=5e"* —3x % (5¢** —2)=5e** —5¢** +2=2
L'équation y " —3y =2 n'est pas vérifiée.

A0)= %(Se”0 -2)= %(5—2)21

La condition f{0) =1

Une autre méthode:

X 2
A la phrase (A), on a vu que les solutions étaient les fonctions définies par f(x) = Ce** — 3

=1,s0it: C=1+ 2 _ 2

2
_ \ N (O
A0)=1mene a: Ce 3 3

3
(C) La solution particuliere g de (E) dont la courbe représentative admet une tangente de coefficient directeur

2
3 au point d'abscisse 0 est définie par g (x) = — 3 + e’

Preuve:

) . . : . 2
A la phrase (A), on a vu que les solutions étaient les fonctions définies par g (x) = Ce** — 3

Or,onveut: g’'(0)=3

W [N

Comme g (x) = Ce’* — =, alors, g’ (x) =3xCe’* et g’ (0) =3xC

Puisque g’ (0) = 3, on en déduit C = 1.
(D) L'équation (E) admet pour solutions les fonctions définies sur R par f (x) = Ce’* + 2x avec C réel

quelconque.
Cette phrase est fausse.

Pour le prouver, on peut faire:

Soit f(x)=Ce3 x +2x

d'ou, /' (x) =3xCe’* +2

f'(x)-3f(x)=3xCe3 x +2-3(Ce3 x +2x)=2-6Xx

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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L'équation y ' —3y =2 n'est pas vérifiée.

87 page 97 (Exercice modéle pour la méthode ...)

Soit (E): y'+y=x
a) Si g est solution de I'équation (E) alors on a 1'égalité suivante: Pour tout x réel, g’ (x) + g (x) = x.
En posant: g (x) = ax + b, il vient: g’ (x) = a et ensuite: a + ax + b = x.
L'égalité étant vraie pour tout x, elle est vraie en particulier lorsque x = 0, soit: a + b =0
et en particulier lorsque x = 1, soit: 2a + b =1
(L'auteur propose x = 1, mais, le choix de x = —1 serait plus judicieux)
On en tire: b =—a, puis, a = 1.
Finalement, 1'égalité a lieu poura=1et b =—1.

b) Vérifions que la fonction g : x — x — 1 est solution de (E).

Pourtoutxréel, g'(x)=letg'(x)+g(x)=1+x—-1=x.
Remarque importante:

au a), il n'y a pas équivalence étant donnée la méthode choisie.
Il est donc nécessaire de vérifier que g est solution.

c) Autre remarque importante:

On doit montrer une équivalence, il y a donc deux démonstrations a faire:
Ladonnéede (E) : y'+y=x

Les données sont: | la fonction g solution de (E)
ladonnéede(E') : y'+y=0

(1) Le sens direct:

Si f'est solution de (E) alors f— g est solution de (£")
(i1) Le sens réciproque:

Si f— g est solution de (£") alors f'est solution de (E).

Démonstration de (i):
fest solution de (E), donc, pour tout x réel, /' (x) + f(x)=x (1) (égalité)
g est solution de (E), donc, pour tout x réel, g '(x) + g (x) =x (2) (égalité)
Par différence de (1) et (2), on obtient la nouvelle égalité:
ST -g')+Hf(x)-g(x)=0(@3)
Or, on sait: (somme (ou différence) de fonctions): (f— g)(x) =f(x) — g (x)
et (dérivée d'une somme (ou différence) de fonctions): (f—g)' (x) =f"'(x) — g’ (x)
D'ou, I'égalité (3) donne: (f—g)'(x) + (f—g)(x) =0
Conclusion: La fonction f— g est solution de (£")

Démonstration de (ii):

f— g est solution de (E') , donc, pour tout x réel, (f—g)'(x)+(f—g)x)=0 (4) (égalité)
D'apres les rappels du (i) et cette égalité (4),ona: /' (x)—g'(x) +f(x)—g(x)=0

ou encore /' (x) + f(x) =g (x) + g (x)

Or, g est solution de (£), donc, pour tout x réel, g ' (x) + g (x) =x

On en déduit: pour tout x réel, /' (x) + f(x) =x

Conclusion: La fonction f'est solution de (E)

d) Résolution de (E’)

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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L'équation (£") est de la forme: y'=—y.
Les solutions de (E") sont les fonctions @:x > 4 ¢~ oud € R. (Cours)

D'apres c¢), f'est solution de (E) si et seulement si f— g est solution de (E”)
c'est-a-dire: f— g est égale a .
On a donc: les solutions de (E) sont les fonctions f—g: x = 4 ¢~ oud € R.

X

On a donc: Pourtoutx € R, (f—g)(x)=4 ¢ " ,soit: f(x) =4 ¢~ +g(x)
Or, on sait: g (x) =x— 1,
Conclusion: les solutions de (E) sont les fonctionsf:x > 4 ¢ * + x—1ou4d € R.

88 page 98

a) g (x) =0,4cos (x) + 0,2sin (x) est la somme de deux fonctions dérivables sur R, et,
pour tout x réel, g’ (x) =—0,4sin (x) + 0,2cos (x).

On a donc: g’ (x) + 2g (x) = —0,4sin (x) + 0,2cos (x) + 2(0,4cos (x) + 0,2sin (x)) = cos (x)
Par conséquent: la fonction g est solution de I'équation différentielle y'+ 2y = cos (x)

b) Soit fune solution de (E).

On a alors:
[rx)+2f (x)=cos(x) |/ (x)=g"(x)+2f(x)-2g(x)=0 _ [(f-g)'(x)+2(f-g)(x)=0
g'(x)+2g(x)=cos(x) g'(x)+2g(x)=cos(x) g'(x)+2g(x)=cos(x)

f'solution de (E) si et seulement si f— g solution de (E'): y'+ 2y =0

c¢) D'apres le cours les solutions de (E’) sont les fonctions: x — A.exp(—2x)

On a donc: (f— g)(x) = A.exp(-2x)
Les solutions de (E) sont les fonctions: f'définies sur R par f(x) = A4.exp(—2x) + 0,4cos (x) + 0,2sin (x)

Compléments: Si g n'est pas donnée au a), on pose g (x) = a cos(x) + b sin(x),
d'ou, g’ (x) = —a sin(x) + b cos(x),
g'(x) + 2g (x) = —a sin(x) + b cos(x) +2(a cos(x) + b sin(x)) = (2a + b) cos(x) + (2b — a)sin(x)
On veut: (2a + b) cos(x) + (b — a)sin(x) = cos(x)
2a+b=1 a=2b

Par identification des coefficients: 2bh—a=0 o Sh—1 o [

a=0,4
b=02"

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie

40/58 E:\docs_lycee 10 _11\TS\Livre_TS\chap 3.odt

18/04/11




Chapitre 3 : fonction exponentielle
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Voici pour 4 de —10 a 10 avec un pas de 1, les représentations graphiques des solutions

(Voir_animation avec GeoGebra) Index
89 page 98

g est solution de (E): y'— 3y = e* et g (x) = ke™

On a donc: g’ (x) — 3g (x) = €™ , comme g’ (x) = 2ke™ , il vient: 2ke™ — 3ke™ =e*

Pour tout x réel, —ke* =e* .

On en déduit: k=—1

Vérification:

e™ est dérivable et, pour tout x réel, g’ (x) =-2¢* , d'ou, g’ (x) — 3g (x) = ™

g définie par g (x) =
g est solution de (E). y' —3y=¢e*

La méme démarche que pour les exercices 87 & 88 montre que f'est solution de (E) si et seulement si f— g est

solution de (E): y'—3y =0
Comme g solution de (E) et f'solution de (E),

on a le systeme:
g'(x)=3g(x)=e si et seulement si

g'(x)-3g(x)=e" _ ,
si et seulement si
[f’( )=3 f(x)=¢"" J'(x)=g'(x)=(3 f(x)—g(x))=0
g'(x)-3g(x)=¢’
(f— g) (x)=3(f—g)x )
"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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Voici pour 4 de —10 a 10 avec un pas de 1, les ref)résentations graphiques des solutions
Les solutions de (E’) sont les fonctions: x +> 4e3*

Les solutions de (E) sont donc les fonctions f'définies par f(x) =4 e —e™ =™ (4 e* — 1)

90 page 98
(B):y' +y=x+1
a)Onposez=y—x,

(ne pas oublier que y et z sont des fonctions)
onendéduit: y=z+x,puisy '=z '+ 1
I'équation (E) devient: z '+ 1 + z+x=x+ 1, soit: (F): z'+z=0

b) L'équation (F): z'+ z = 0 équivaut a z '= — z qui a pour solutions les fonctions x +— Ae™ (Voir cours)
L'équation (E) a donc pour solutions d'apres le a), les fonctions x +— Ae™ +x.

96 page 99
fdéfinie sur R par £ (x)=2xe

C représentation graphique de f'dans un repére orthonormal.
a) Pour tout x réel, f(—x)=2(—x)e "

=—2xe "=—f(x)
fest une fonction impaire.

L'étude de fsur [0;+oo[ est suffisante en complétant I'étude sur ]—o0;0[ par symétrie;
C admet l'origine du repere comme centre de symétrie.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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Remarques: *** f étant impaire, les variations de f'sur [0;+oo[ sont celles de fsur ]—o;0]
En effet, soit a<b<0.

On aalors —a>—b>0 . Supposons f strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur [0;+oo[

On obtient: f (—a)>f(—b) (resp. f(—a)<f(=b))
D'aprés f (—x)=—f(x) , on en tire:
—f(a)>—f(b) (resp.- f(a)<—f (b))

puis, f(a)<f(b) (resp. f(a)>f (b))

*** Le vocabulaire "centre de symétrie" concerne la courbe, en aucun cas, il ne concerne la fonction.

b) "Petite !!!" erreur dans le texte. Il est nécessaire d'avoir x#0 pour l'égalité suivante
—x 1 —x
x#0,2x e " Xx—=2xe "=/ (x)
X
Posons x’=¢

lim x*¢ ™ = lim te'= lim —te'=0 ot lim l:() dou  lim xze*xlezo

x— +o t >+ t——o0 o400 X x— 4o X

lim f(x)=

x— +owo

Autre méthode: Théoréme sur les limites de fonctions composées.
Soit :x+>xe’ . Onsait M dlx)=

Jest la composée de xll—leid)(x)
Comme xljiiqwq)(x):—oo et Xli’i (x)=0 ajors Xli’ffwd)ow(x):o

2

¢) fest le produit de deux fonctions, u:x—2x et v:xr>e *

v est la composée de deux fonctions * >—x et Cours:
Toutes ces fonctions étant définies et dérivables sur IR, f est dérivable et
f'=u'v+v'u avec u'(x)=2 et v’(x):—2xe_xz
Frx)=2e " +(—2xe ") (2x)=2e " (1-2x?)
Comme 2e¢*>0 ,lesignede f'(x) estceluide (1—2x%)=(1—v2x)(1+2x)

Sur [0;+e0] ,ona: f'(x)>0 sur lo;ﬁl , f'(x)<0 sur et f’(%):

2

XH>expx v=e" etv'=w'e"

—2;+oo

2

2 2

Calcul du maximum: f(\/z) (2£) ( ) \/2 \/2 \/_
2 \/» e
d) Une équation de T tangente a Cen O est y=7"'(0)(x—0)+ f(0)=
La position relative de C et T est donnée par le signede  f (x)—2x=2x(e ™ —1)
Comme —x*<0 ,ona: e <1 ,s0it, e **—1<0
Conclusion: si x>0 , f(x)<2x C esten-dessous de T
Si x<0, f(x)>2x Cestau-dessusde T

. . : . 2 . . 2
fest une fonction continue, strictement croissante sur [0 s~ | et strictement décroissante sur | ——;+©

—2;+oo

e)Si x>3 alors f(x)<f(3) car fest strictement décroissante sur >

Or, la calculatrice donne 7,4x107*< 1 (3)<7,41x107"
ce qui prouve que f (x)<10~ lorsque x>3

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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V2

f) Pour construire C et T, construire d'abord T et le point M “"(7 ;\/ 2) avec la tangente "horizontale
e

Tenir compte de la position relative de C et T et de 1'asymptote d'équation y=0
Compléter par symétrie de centre O.
(Choisir des unités qui permettent de "voir" quelque chose!!!!)

99 page 99
La fonction 0 est solution de I'équation différentielle 6'=a — b0 ou a = 2,088 X 102 eth=2,32x10"*
0(0) =20

Le temps ¢ est exprimé en secondes et la température 0(¢) en degré Celsius.

. , . . o, a .
a) Les solutions de I'équation (E) sont les fonctions t + Ce bt+z (Voir cours)

b) La fonction 0 vérifiant 8(0) = 20 est donnée par: C + % =20.

Application numérique: % =90 et C=-70.

¢) Solution approchée de 6(¢) = 80
Avec le tableur de la calculatrice:

On entre la fonction Y, =—70 ¢ 23¥10°X 1 g(
8387 <t <8388
i o 1
Avecln: (=80 & —70 ¢ ¥ " +90=80 & ¢ ¥ = 7 & -2,32X 10 t=-In (7)
In(7
= ;(32) 10* ~ 8387 sec ~ 2 h 19 min 47 sec Index

100 page 99 Loi de Newton

0(7) température (en degré Celsius) du corps a l'instant ¢ (en heures)
at=0,0(0)=100
a) La vitesse de refroidissement, 0'(¢) est proportionnelle a la différence entre ¢ et la température 20 °C de la
salle.
Le coefficient de proportionnalité pour ce corps vaut: —2,08
D'ou, 0'(¢) =-2,08 (6(7) — 20)
b) La fonction 0est donc solution de 1'équation différentielle: y' =ay + b avec a =-2,08 et b =41,6.
—b

D'aprés le cours: 0 : ¢ 1— Ce 2™ + 20 ( 7=20 )
et comme 0(0) = 100, on en déduit: 100 = C +20. C=80

0(¢)=80e""+20
¢) 0'(r) = 2,08 X 80 e *"™est strictement négatif, donc, la fonction 0 est strictement décroissante sur [0;+oo].

Comme lim e >®" = 1lim &*® =0 ,ona: lim 0(z) =20

t— +oo t——0 t— 4o

La courbe de 6 admet une asymptote horizontale d'équation y =20
—2,08

1 1
d) 20 minutes = 3 d'heure, 6 (5) =80 € ° +20 ~ 60° C arrondi au degré

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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1 1 _
30 minutes = 5 d'heure, 9(5) =80e ""*+20~48 °C arrondi au degré

e) La température est a 30 °C a partir de = 1 heure

)

?1\) VAN EREEY.
TR TUISTUS

=

ao
D

By
[}
/

[e))
D

an
D

=
D

_____________|___;/

Complément: lorsque la fonction logarithme népérien aura été étudiée:
Résolution de 0(¢)=30
- 1 1 In8
80e 2% +20=30 équivauta e ~*'= g Gquivauta —2,087=In (g) équivauta ¢ =2HW

Une valeur approchée est: 0,999 73 ... heures, soit 59,983 § ... minutes, soit 59 minutes 59,03... secondes

103 page 100

Rappel du cours:

Savoir (c'est-a-dire: savoir reconnaitre une équation différentielle, savoir appliquer le cours pour les formes
y'=ay et y'=ay+b, savoir démontrer les résultats du cours)

*** Une équation différentielle est une équation liant une fonction et ses dérivées. Dans l'écriture y'=ay,
il ne faut pas perdre de vue que y est une fonction;

. . f I | .
En conséquence, si dans le traitement d'une équation différentielle apparait ; (comme dans l'exercice) ou

’ ’

y* ou ¢’ ou Iny (y>0), leurs dérivées respectives sont —yz ,2y'y, y'e’, y7
y

**% q#0, les solutions de y'=ay sont les fonctions x+— Ce™ on CER

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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o b
les solutions de y '=ay+b sont les fonctions x+—>Ce . on CeR

*** Les démonstrations du cours: (les grandes étapes...)

Pour y'=ay (E)

- On prouve l'existence de solutions (il y en a au moins une) que l'on donne nommément.
Soit f la fonction xi+—e™ . On calcule [’ et on vérifie [ '=af (ce qui prouve l'existence).
- On montre que toute autre fonction g qui est solution s'écrit x+ Ce™

Pour cela, on construit % (f+#0). La fonction ¢:§

d'(x)=g'(x)xXe ™ +g(x)X(—a)e ™ et comme g'=ag,ilvient: $'=0, ce qui montre que $=C...
- Lorsqu'une condition initiale est donnée, on montre l'unicité en calculant la constante C

est définie par & (x)=g (x)xXe™ et a pour dérivée

Pour y'=ay+b (E')
- On cherche une solution particuliere f en recherchant une fonction constante. On trouve y=-— 4

- On montre l'équivalence suivante: g solution de (E') équivaut a (g — f) solution de (E)
- On peut conclure pour toutes les solutions de y'=ay+b
- Lorsqu'une condition initiale est donnée, on montre l'unicité en calculant la constante C

a)Pour >0, y(z) estla fréquence des personnes connaissant la rumeur a l'instant ret 1—y(¢) estla
fréquence de ceux ne connaissant pas la nouvelle;

y'(t) représente la vitesse de propagation de la rumeur (définition de la dérivée qui est la limite du taux
y(t+h)—y(t)

d'accroissement: p n 0).
On sait que cette vitesse est proportionnelle au produit de  y(#) par 1—y(z) et que 1,15 est le coefficient de
proportionnalité.

y(t) vérifie I'équation: y'(¢)=1,15y(¢)X(1=y(2)) (1)
Comme au temps =0 , il y a 100 personnes sur 10 000 qui connaissent la nouvelle, on a:
100

= = 1
y(0) 10000 0,01 .

(1) 1,15
b) En développant (1) et en divisant par (y(¢))* (non nul), il vient: y'(t) =— 1L

(y()? »(t)

1 ’ .
En posant: Z=; ,d'ou, Z :—); ,onobtient: —z'=1,15z—1,15
y

!

z est donc solution de 1'équation différentielle (2): z'=—1,15z+1,15
Cette équation (2) est de la forme: f'=af +b avec ¢ € R* donc, les solutions de (2) sont les fonctions
z ;> Ce PP+l

1
Comme z(0)=——==100, il vient: C=99
y(0)
1

2(£)=99e 541 et y(t)=m

¢) Par définition de y, on sait: 0<y<1 (fréquence), d'on, 1—y>0 et y'=1,15y(1-y)>0.
y est une fonction strictement croissante sur |0;+oo[
71’]5t+1}f> 71115t

99e T +1

u est une fonction affine strictement décroissante, exp est strictement décroissante, v est une fonction affine
strictement croissante et la fonction inverse est strictement décroissante.
La fonction composée y=inv°v exp “u est donc strictement croissante.

] ) ' u exp ~115 v
(On peut aussi: y est la composée de ¢:—>—1,15t—e —99e

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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o ,_ (-1)  113,85¢ """
ou encore (pour l'entrainement aux calculs): »'=-1,15Xexp(—1,15¢)X99 X = )

(99¢ " +1)* (99¢ "'+1)°

limite en +o0
La limite de u en +oo est —oo, celle exp en —oo est 0, d'ou, la limite de v en 0 est v(0)=1 (fonction affine

continue en 0) et la limite de la fonction inverse en 1 est TZI (fonction inverse continue en 1).

finalement: la limite en +oo de y est 1.
La représentation graphique de y a une asymptote d'équation y=1.

Tracé de C,

Tracer l'asymptote

Faire un tableau de valeurs:
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
y 0,01 0,03 0,09 0,24 0,50 0,76 0,91 0,97 0,99 1

) ) , 113,85
Rechercher le coefficient directeur de la tangente en (0;0,01): ¥ (0)= 10° ~0,11
d) A midi, =4, ona: y(4)~0,5, d'ou
5000 habitants environ connaissent la
rumeur a midi. T
) On cherche la plus petite valeur telle
que y=0,99

Lecture graphique: #~8 , il est environ 16
heures; /
Calculatrice: tableau de valeurs, Pour /
t=7,9, v(7,9)~0,9889  pour =8,
»(8)~0,9901 /

L 1
A l'aide du In: m>0,99 o /

99e“’15f+1<19%0 o 99l

99 /

et L _1,15z<ln( 1 ) o /

e

99? 99?
—-2X%1In99
I>lens o 27992 3 1073 par /

€XCes

Exercice A page 102 (Bac S La réunion juin 2004)

fest dérivable sur IR et vérifie:

(1) pour tout x réel, (' (x))>— (f (x))*=1
@)/ (0)=1

(3) la fonction f ' est dérivable sur IR.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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la)(f" )P -(fyr=1e("x) =1+(x)

Comme (f(x))*> = 0,on a: (f'(x))* = 1, soit: /' (x) < -1l ouf'(x) = 1.

pour tout x réel, /' (x) # 0

ou par l'absurde:

Supposons qu'il existe une valeur a réelle telle que /' (a) = 0, on a alors d'apres (1): —(f(a))* = 1, ce qui est
impossible.

Il n'existe aucun réel x tel que /' (x) =0

pour tout x réel, /' (x) # 0

b) D'apres (1), (F'(0))>— (£ (0))>=1 et dapres (2): (' (0))*=1
Par conséquent: (f(0))>=0
Conclusion: f{0) =0

2) D'apres (3), /' est dérivable sur R.
Le premier membre de I'égalité (1) se dérive en x > 2xf" (x)Xf ' (x)— 2%f" (x)Xf (x)

Le second membre de 1'égalité (1) se dérive enx +— 0
L'égalité (1) implique: 2xf " (x)xf ' (x)— 2xf'" (x)*f (x) = 0, soit
21" )" (x) —f(x)) =0

Comme ' (x) # 0, il vient /" (x) —f(x) =0

(4): Pour tout nombre réel x, "' (x) =f(x).

3)Onposeu=f"'+fetv=f"'—f.
) u(0)=,"0)-f0)=1letv0)=...=1

b) u et v, étant la somme ou la différence de fonctions dérivables sur IR, sont dérivables sur R.
pour tout x réel, u' (x) =" (x) Tf " (X)=f (x) + /" (x) = u (x) (car /" (x) =f(x))
pour tout x réel, v’ (x) =1" (x) = /" (x) =f (x) = f " (x) = (" (x) =/ (x)) =—v (x).

¢) La fonction u est donc la solution de 1'équation différentielle y' = y prenant la valeur 1 en 0.
On sait d'apres le cours que c'est la fonction exponentielle de base e.
Pour tout x réel, u (x) =¢*

La fonction v est donc la solution de I'équation différentielle y' = —y prenant la valeur 1 en 0.
On a alors: pour tout x réel, v (x) = Ce* et v(0) = 1, d'ou, C=1
Pour tout x réel, v (x) =e™

d) Par définition de u et v, on a: 2f=u — v,
d'ou, pour tout x réel, 2/ (x) =e*—e™*

ex_efx

x =
S ) 2
4a) On sait: lim e* =+owet lim e* =0, donc, (somme de fonctions) lim f(x) = +oo.

x—+ow x—+w© x—+o0

et

lim e=0et lim e*=+o,donc, lim f(x)=—o0.

yon_ € 4e” . L , .

b)f'(x)= (Soit on remarque 2f"' = u + v, soit on dérive ...)

2
Comme pour tout X, e*> 0, /' (x) > 0 et fest strictement croissante sur R.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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X |—o0 +0o0
I’ +
~+00
w7
—00

5) a) D'apres les questions précédentes:

fest dérivable sur R, donc, continue sur IR.

fest strictement croissante sur IR,

dong, fréalise une bijection de R sur AR)=] lim f(x); lm f(x)[=R.
X—+o

Conclusion:
Pour tout m € R, I'équation f'(x) = m a une et une seule solution réelle.

b) f(x) = 3 a pour solution « telle que flx) =3
=3

X —X

—€

Résolution de ©

X —X

=3 oe'—-e¢"'=6

= )Y-6e—-1=0
ol X=¢"
X'-6X-1=0

Résolution de I'équation du second degré: discriminant A = b*> —4ac =40 =2 V10
L'équation en X a deux solutions: X; =3 — 10 et X; =3 + 10
Comme ¢* > 0, la seule solution acceptable est " =3 + /10 .
On cherche donc I'antécédent par la fonction exponentielle de 3 + V10
x=In3+ V10)

La calculatrice donne : la fonction réciproque de I'exp; est la fonction In.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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1.51584465453

o= 1,82 a 107 prés par exces.

Exercice B page 102 (Bac S France juin 2004)
Les lois de Newton conduisent a I'équation différentielle (E): 25x '+ 200x "= 50
ou x’ est la dérivée premicre et x" la dérivée seconde de la fonction x par rapport au temps

x est la loi horaire (fonction en mathématique) du mouvement.
Le terme 25 x' est la valeur de la force de frottement due a la résistance (x' est la fonction donnant la vitesse)

Le terme 200x" est la valeur de la force due a I'accélération pour une masse de 200 kg.
50 est la valeur de la force d'entrainement.

Dans tout 'exercice ¢ = 0

1) On pose v(¢) = x'(¢) d'ou, v'(¢) = x"(¢).

En remplacant dans(E): on a:

25x'+200x""=50 25v (¢)+200
v(t)=x"(1) équivaut a v(t)=x
t (1)=x

t
V()= v

En divisant par 200 et en réorganisant, on a: (£) équivaut a (F): v'=—

0| —
NP

(Ne pas oublier de montrer l'équivalence)

L'équation (F) est de la forme y'= ay + b, d'ou, en appliquant le cours, il vient:

1 b

1
aveca =— 8,b— I et — p =2
1,

Pourt > 0,v(f)=C e * +2avec C € R.
2) Les conditions initiales sont x(0) =0 et x'(0) =0

1

a)Ona:x(0)=v()= Ce * +2et1(0)=0,
d'ou, C e’ +2 =0, soit: C=-2, puisque €’ = 1.

¥(@H)=-2e® +2

b) Les fonctions x qui ont pour dérivée x’ sont de la forme:
1
1 !

x(t) =—-2x —IXe +2t+KoukK € R.

8

Soitx(f)=16¢ * +2t+KouK € R.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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Or, x(0) = 0, d'ou, 16+ K = 0.

1

t
Conclusion: x(1)=16¢e * +2t—16avect >0

. . X . . 1 . - . .
On sait: Xhmw € =0, d'ou, comme lim —=7=—00, on a, d'aprés la limite de fonction composée:
- t— +oo
. 1 . X
lim 5 lim e" _
t—+o - X-o—o - 0

. lim —g!
Conclusion: i—+» ((2€ ° +2)=2
La vitesse limite V=2 (m.s™)

_1
On cherche ¢ telle que v(¢) < 0,9xV, soit, 2 e ¥ +2< 1,8
_1, -1
2e® +2<18équivauta e * >0,1

Avant d'étudier le logarithme népérien:
En remarquant que la fonction v est croissante, un encadrement a la calculatrice donne:

Flakl Flakz Flot:
xHHE'E*E-“'i “C1.80

Hib
ir
ig
i9
s
cl
s

—

.t

t > 18,421 (valeur approchée a 107%)

Apres l'étude le logarithme népérien:

_1
e * > 0,1 équivaut d — é (<10, Or, In 0,1 = ~In 10

d'ou, v(¢) < 0,9xV équivauta ¢ = 8 In 10
Une valeur approchée de 8 In 10 est 18,4206 ...

30 30

La distance parcourue en 30 secondes est x(30) =2x30-16+16 ¢ * =44+ 16¢ °®
Une valeur approchée au décimetre pres par exces est x(30) ~ 44,4 metres

exercice C page 102
f définie sur IR par /'(x) = ¢ *(cos(x)+sin(x))

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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1) a) sin(x+%) - sin(x).cos(%)Hos(x).sin(%) - %(sin(x)-i—cos(x))

“x . T
Par conséquent: Pour tout x € R, f(x) = V2e "sin Xty

b) Résoudre dans IR I'équation f'(x) = 0.
Comme V2 .e * > 0,

f(x) =0 si et seulement si Sin(x-i-%) =0

f(x) =0 si et seulement si x+% =0+km; ke Z,

f(x)=0si et seulement si x = —% +hkt ke Z.
¢) Comme, pour tout x réel, —1 < sin(x—i—%) < 1, et, que V2.e7" > 0,

ona:— V2.e ' <f(x) < V2.e*
Or, lim e * =0, donc, d'apres les théorémes sur les limites et comparaisons de fonctions, (th. des gendarmes)

X—+oo

il vient: lim f(x) =0

x—+o©

2) f'est le produit de fonctions dérivables sur R, ....
f'(x)= —e “(cos(x)+sin(x))+e *(—sin(x)+cos(x)) = —2¢ “sin(x)

b)f'(x)=0sietseulementsix=0+km; k€ Z.

3) Soit [ = [——;—
a) Comme —2¢ * <0, le signe de £’ (x) est le signe opposé de sin (x) .
Remarque: on fait un tour complet en partant du point C repéré par — % ....et, on applique les propriétés

connues du sinus. (Un bon schéma vaut toutes les explications... il suffit de connaitre le cercle trigo...)

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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L . . L
Or, la fonction sinus est strictement négative sur ]—5 ;0[ V) >

D'ou, le tableau suivant:

X - % 0 T 7T1T
-2e" - — _
sin(x) 0 + 0 _
/') + 0 - 0 +
1 0
fx)
) / \ . /

31 . .\
;= | et strictement positive sur ]0;t|

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie

53/58 E:\docs_lycee 10 _11\TS\Livre_TS\chap 3.odt

18/04/11




Chapitre 3 : fonction exponentielle

b) Tracé de € courbe représentative de f'sur /.

y“

v

On marque les tangentes horizontales ... et les extremums
On calcule les coordonnées de quelques points de Cp.

Exercice D page 102- 103 Pondichéry Mars 2003 (sauf partie D : calcul intégral)

a la question 3a) de la partie B, admettre que la fonction In (logarithme népérien) est la fonction réciproque de
la fonction exponentielle de base e.

C'est-a-dire: La solution de e* = a avec a est In a.
2

fdéfinie sur IR par: f(x) = x%"' — x?

Graphique:

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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Fi-| Fe-| FZ FY FEr| FE= |FP=%::
Tools|Zaam|Trace|ReGrarh|Math|Draw|Fen|:2

MAIN FAD AUTO FUMLC

Conjectures:
Il semble que la fonction est croissante sur [-3; 2] et que la fonction coupe l'axe (x'x) a I'origine du repére.
Partie A:

1) fest le produit et la somme de fonctions dérivables sur R

u: x > x2 qui a pour dérivée u' (x) = 2x; v: x —> €' qui a pour dérivée v’ (x) = 1xe*" =¢e*!
2

wix % qui a pour dérivée w' (x) =x

Pour tout x réel, /' (x) =2x e + x% ' —x = x[(x + 2)e"' — 1] =xxg (x) avec g (x) = (x + 2)e* ' — 1
2)a) lim (x+2)=+oet lim e"'=+oo, d'ou, (limite d'un produit) lim (x +2)e*" =+oo, puis,
x—+o0o X—+o X—+o0©
lim g (x)=+oo.
xX—+oo

Onsait; lim xe*=0et lim .e5=0

X— —00 X— —00

1 2 . )
Comme ( x +2)e"! = xe* x . + - e, on a: (limite d'une somme): lim g (x)=-1

X——0

b) g’ (x) =1xe"' + (x +2)e"! = (x + 3)e"" qui a le méme signe que x + 3, d'ou, le tableau de variations suivant:

X —00 -3 400

g ' - 0 +

-1 +o0
g(x) \ 3 /

g(-3)=-Ix eg* —-1=—¢* -1
c) Sur |-inf; —3], g est strictement décroissante et lim g (x) =-1, d'ou, pourx < -3, 0n a: g (x) < —1.

X— —00

g ne s'annule pas sur |—oo; —3].

sur [-3; +oof,

g est dérivable donc continue

g est strictement croissante

g(-3)<0et lim g(x)=+oo,d'ou, 0 € [g(-3); +oo]

X—+o0
D'apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires ou théoréme de la bijection,
I'équation g (x) = 0 admet une et une seule solution sur [-3; +oo].
Soit o le réel défini par g(x) =0
Plus précisément: g(0,20) ~ —0,0115 et g(0,21) ~ 0,003
Comme g(0,20) < g(x) < g(0,21) et g croissante, on a: 0,20 < x < 0,21
d) On sait déja: g (x) <0 sur J-o0; 3],

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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et sur [3; +oo[, on obtient:
Six <wmalors g (x) <0etsix>walors g (x)>0
Résumé dans un tableau

X —00 -3 x +00
g - 0 +
1 +00
ot o
g(-3)
Signe g (x) — — 0 +
3) Variations de f.
Comme /' (x) = xxg (x), il vient:
X |—oo 0 o +00
X - 0 +
g (x) - - 0
/') - 0 +

+ 0
0
fx) / \ . /

La premiere conjecture est fausse.
Partie B:
(€) est la représentation graphique de f'dans un repére orthogonal.

1) D'apreés la définition de «, on a: (x +2)e*' — 1 =0, d'ou, e*' = ﬁ )

flog = oce™ - %2 — o7 - %2 ) 2><0(22(—0(0i(20;+2) ) 2(;052)

2) h est définie sur [0; 1] par 4 (x) = 2&—)_6:2) =_ % 2(;—:_2)

a) Pour tout x de [0; 1], &' (x) :—% X l3x2 ()(c;-j;}le = —% X %

11 est évident que 4’ (x) est négatif (nul en 0) sur [0 ; 1], d'ou, le tableau suivant:
x |0 1

0 2
e - -

| 1

b) Comme A(x) = f{t), un encadrement de 4(ot) donne un encadrement de f{x).

On sait 0,2 <« < 0,21 et & décroissante sur [0; 1], d'ou, /4(0,21) < A(x) < h(0,2)
D'autre part, f{ox) étant le minimum de f'sur [0; +oo[, fAcr) < £0,20) et Ax) < f(0,21)
Finalement: un minorant de f{ct) = 4(0,21)

On peut prendre pour majorant le minimum des trois valeurs 4(0,2), {0,2) et {0,21)

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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Chapitre 3 : fonction exponentielle

Valeurs numériques:

3
h(0,21) = % =-0,002 095 24 ... soit— 0,002 10 a 10~ prés par défaut
; 3
h0.2)= =22 — 0,001 818... s0it—0,001 81 & 10 prés par excés
£0,2) ~—0,002 0268 ... soit —0,002 02 a 107 prés par excés
£0,21) =~ —0,002 0354 ... soit —0,002 03 a 107 prés par excés

—0,002 10 < flx) <—0,002 03 avec une amplitude de 7x10°°
3 a) Les abscisses des points d'intersection de (€') et de 'axe des abscisses sont les solutions de 1'équation

f(x)=0

’ 1

Soit: x%*' — x? =0 qui équivaut a x*(e"' — 5 )=0
. . 1
qui équivaut ax>=0oue"' = 5

qui équivautax=0oux—1 =In

qui équivautax=0oux=1+1In )
: . 1
(€©) est strictement en-dessous de 'axe sur ]—o0; O[ U ]0; 1 +1n 5 [ et

; Too[

N =

strictement au-dessus sur |1 + In

Partie C:

Tracé de la courbe sur [-0,2; 0,4]

Unité sur (xx): 1 cm représente 0,05

Unité sur (y'y): 1 cm représente 0,001
Tableau de valeurs avec un arrondi a 10 prés

X -0,20 | -0,15 | 0,10 | 0,05 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4
f(x)x10* | -80 | —41 -17 —4 0 -3 -9 -16 | 20 | -17 -3 27 78
Tracé:

Le complément donné au bac

Partie D:calcul d’aire

On désire maintenant calculer I’aire du domaine D délimité par la courbe I', I’axe des abscisses, 1’axe des
ordonnées et la droite d’équation x = 1 — In2.

1. A I’aide d’une double intégration par parties, déterminer une primitive sur R de la fonction:
X = x*e".
2. En déduire une primitive F sur IR de la fonction f".

3. Calculer alors,en unités d’aire, 1’aire du domaine D puis en donner une valeur approchée en cm?.
Correction de la partie D

1) Les fonctions x — x* et x > e* sont dérivables et leurs dérivées x > 2x et x — €* sont continues sur IR,
d'ou, on peut intégrer par parties x > x?e".

Primitive G qui s'annule en 0 de x > x*e”.

G(x) = jtzeldt — [xel]; - j2t><e’dx
0 0

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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Chapitre 3 : fonction exponentielle

Gx)=x?>e"-2 ftetdt
0

jte’dt = [tXet]z - j Ixe'dx = xe— [e’]z =xe'—(ef—1)=xe'—e'+1
0 0

Finalement: G(x) =x*e" -2 (xe'—e"+1)=x?e"—2xe +2e" -2
2

1
)Orf)= g xate~ =,
1 1
d'ou, une primitive F de fest F(x) = . G(x) — 3 X
3) Calcul de l'aire de D

[ )
d_obd.
*

v

AN N U N I N S i e
d ol \\.I

En u.a.
Comme f'(x) < O sur [0; 1 —In 2], on a: A(D) =— (F(1 —In 2) — F(0)) = F(0) — F(1 —In 2) u.a.

F(0)= %G(O)—OZO

F(1-1n2) = é G(1-1In2)— % (1 —1n2)

AD)=—-F(1 —1In2) u.a

En cm?

1 unité en abscisse fait: 20 cm

1 unité en ordonnée fait: 1 000 cm

1 u.a.=20000 cm?

A(D) =—F(1 —1n2)x20 000 cm?

A(D) ~ 0,0003478500650%20 000 = 6,957001299 cm?
A(D) ~ 7 cm?

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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