Chapitre 6: Calcul intégral
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page 169 Testez-vous
Aires et volumes (Réponses correctes surlignées en vert, réponses fausses en magenta))

A B C D
. . )
L'aire d'un disque de rayon R et de 3 D
- nRz  [4nR
diametre D est 4
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Chapitre 6: Calcul intégral

Un trapeze de bases b et B et de hauteur
h. L'aire est

Dans un repere orthonormal d'origine O,

(unité 1 cm) La droite d'équationy =4 —

2x coupe les axes en A et B
L'aire de AOB est

La hauteur d'un cylindre droit est 4, le
rayon de base R. son volume est

La hauteur d'un cone de révolution est 4,
le rayon de base R. son volume est

Dérivées

g () =4e™!
g est de la forme kxe"

1
g(x)= 2

gestde la forme x — x°

fE)=In(+ 1)

festde la forme In ° u

Ces fonctions ont la méme dérivée
que

2x—4
h(x) = x+2

Ces fonctions ont la méme dérivée
que f(x) =In(4x + 3)

Ces fonctions ont la méme dérivée
que

f(x) = cos(2x)

Si le coefficient directeur de la
tangente a la courbe d'équation y =
f(x)enx =1 est 2 alors on peut
avoir

Activité 1 page 170

. . . . . 1
1) En divisant l'intervalle [0 ; 1] en deux parties égales : (Chaque intervalle a lors une amplitude de 5 )

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Chapitre 6: Calcul intégral

1]
0.8 |
0.5 |
0.4 ]
0.2 |
2 T T T T
8] 0.z 0.4 0.5 [LR=] 1
L'aire & est encadrée par : 0 + 1 X l)z <Y< 1 X (1)2 + 1
2 2 2 \2 2
En remarquant que 1 = % , on peut écrire : 0 + %x (%)2 <Y< %X (%)2 + % X (%)2
0+ % <Y< ; + 2—2

1]
18 |
1.8 |
1.4 |
12 |
0 —"/ ! ! .
o 0.2 04 0.6 os 1
L'aire & est encadrée par : 0 + %X (%)2 + %x (%)3 <Y< %x (%)24-4- %x (%)3 + %

3 1 1
En remarquant que 1 = 3 »on peut écrire : ? O0+12+2) <Y < ? x(0+ 12+ 22+ 3?)

1
)

2) En divisant l'intervalle [0 ; 1] en trois parties égales : (Chaque intervalle a lors une amplitude de 3
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Chapitre 6: Calcul intégral

. . : : : 1
3) En divisant l'intervalle [0 ; 1] en n parties égales : (Chaque intervalle a lors une amplitude de o )

«r0MF, 1.073 -
b
D&
0.5 |
0.4
02|
I:I T T T T
[u} 0.2 04 0.6 o8 1
. . . . k k+1
Pour un entier k£ compris entre 0 et n — 1, on obtient un intervalle de bornes o et P
. 1 2 1 [k+1)
a) L'aire Sk sous la courbe est telle que : P < Sk < Pl
n n

—

1
soit 3 Xk < S < 3 x(k+ 1)
n n

1
b) En faisant la somme de toutes les aires ¢lémentaires, on obtient apres factorisation de —5 1'encadrement :

n

1 1
SO+ 1P+2+ -1 <L< S0O0+12+22+ .. +n)
n n
1 n—1 X 1 n—1 n—1
) k" <Y< N (k+1)? (Remarquer que D> (k+1) Zk )
n k=0 k:O k=0

< 2n
4)0r, D k* = nln )6( +1)

k=1

n—1
—1)(n—1+1)(2(n—1)+1 —1)n(2n—-1
onadone: § g~ =01 0RI=1+1) (= 1nGam1)
6 6
1 —1)n(2n—1 1 +1)(2n+1
L e n(anet) 1 e t)(2ae)
n 6 n 6
9x10x19 ‘ 10x11x21 ) :
Calcul : n =10 6000 <Y< T 6000 soit: 0,285 < ¥ < 0,385
192039 20%x21x41
n=20 TAR000 <Y< TAR000 soit : 0,30875 < ¥ < 0,35875
49 X50%99 50X51x101
n=>50 6% 125000 <Y< 6% 125000 soit: 0,3234 < ¥ < 10,3434
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Chapitre 6: Calcul intégral

1 —1)n(2n—1
La suite (u,) de terme général u, = —5 (n )n6( n=1)
n

2 1 . .
converge vers 3 = 3 (Limites de suites

rationnelles ...)

. o 1 n(n+1)(2n+1) 2
La suite (v,) de terme général v, = —5 6 converge vers - =
n

| .
3 (Limites de suites
rationnelles ...)

Conclusion : D'apres le théoréme des gendarmes & =

W | =

Activité 2 page 171
1) vitesse constante: v; = 70 m.sec™', durée : ¢; = 50 sec

Distance parcourue: D; = 70x50 = 3 500 m.
Interprétation graphique:
On représente la fonction: ¢ > v, pour ¢ € [0; ¢]

OB ' =50 (unités en abscisses), O4 = 70 (unités en ordonnées)
L'aire du rectangle vaut: OB ' xOA = 3 500 (unités d'aire)

2) vitesse constante: v, = 50 m.sec”', durée : £, = 30 sec
Distance parcourue: D, = 50x30 =1 500 m.

Interprétation graphique:

On représente la fonction: ¢ > v, pour ¢ € [t; t5]

B 'D' =30 (unités en abscisses), B 'C = 50 (unités en ordonnées)
L'aire du rectangle vaut: B 'D 'x B 'C =3 500 (unités d'aire)
3) La distance totale parcourue en 80 secondes est: 3 500 + 1 500 =5 000 métres.

: 5000
La vitesse moyenne du parcours est: <0 62,5 m.sec™!

Le segment (MM '] représente la vitesse moyenne, c'est-a-dire, la vitesse d'un train qui aurait parcouru la méme
distance pendant la méme durée.

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Chapitre 6: Calcul intégral

¥ fap w5}
A B
H J1
C D
0
8] B’ c' )
[ 0 i {er seq)

Complément: Soit t — D(¢) la fonction représentant la distance.

Sur chacun des intervalles [0; #,] et [#1; £,], la dérivée de la fonction D est la vitesse.

Ou encore, une primitive de la fonction vitesse est la fonction D.

Activité 3 page 171

1) Les fonctions représentées sont des fonctions polynomes du second degré ¢: x

. : . b
a) le minimum de chaque fonction est atteint en xo = — 2a

Par lecture graphique: xo =1, d'ou, b =-2

Onadonc: ¢:x > x?2—2x+c.

Ladérivéeest: ¢ ":x > 2x—2

b) Le coefficient ¢ est déterminée par ¢(0).
Graphiquement, on lit: {0) =-2, g(0) =0, A(0) =1, k&(0) =3

c¢) La courbe C, se déduit de la courbe C;par la translation de
vecteur 2 j.

q'(x)=2x-2
q(3)=5

Onadonc: g(x) =x*—2x+cet3?—2x3+c=5,dou,c=2

d) Soit g vérifiant:

\

> x2+bx+c

11\ ’ [[]]
R . 1]
VAL I
VAL [ ck/l]]]
N [I]1]
WP /1]
W\ /]
VW [la] |
VA 1]
VA, L]
W\ /1]
A4 I/
\ A anl |
VA VI
\[\ /I 1]
\1 4 /
\ CA [
\ dA/Av
| 1\ o 5|/ 4
\1 4 /
1 T/
2 (l'

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et
6/41 E:\docs_lycee 10 _11\TS\Livre




Chapitre 6: Calcul intégral

2) Les fonctions ayant des dérivées égales sont surlignées de la méme couleur.

frix > In(@x-8) | fi'(x)= 4x4—8 = xiz frix e’ [ (x) =2e*7
fiix o205 £ (x) =2 fi:x B In(x-2) fs' )= xi2
fiix > x*+2x-10 fa'(x)=2x+2
fiix > 2e™! fs' (x) = 8e™!

L) —f(x)=...=2
fo(xX)—fio(x)=....=2
H(X)—f@x)=..=2n2

De fagon générale:

Soient fet g deux fonctions définies et dérivables sur un méme intervalle / telles que /' = g’
Onaalors: f' —g' =0,d'ou, (f—g) '=0, soit: f—g=kouk € R.

Réciproquement: Si f—g=kouk € Ralors (f—g) '=0,soit f' —g’' =0

1 page 186
a) Sur [4;8], f'est représentée par le segment bleu et g par le segment rouge.
4 8
b) Il=f g (x)dx=‘l2ﬁ=8 (aire du triangle ...) 12=f g(x) dx=8—4>2<—4=0
. (2+4)x4 s (4+8)x8
I,=] S (%) dr="5""22 =12 (aire du trapéze ) 1= S (x)d=2 =48
4 0
2 page 186
a) La fonction affine est représentée par une droite passant par les points 4(0; 1) et B(4;4a + 1).

4X(1+4a+1 1

( ? )=8 .Onen tire a=—
2 2

b) Par symétrie par rapport a l'axe des abscisses, on doit avoir un segment [CD] symétrique de [4B], d'ou,
1

L'aire du trapeze sous le segment [AB] est :

m=——_

2

La fonction affine est représentée par une droite passant par les points C(0; —1) et D(4; 4m — 1) avec
4m—1<0 .

4><(1+|4m—l|)=8

L'aire du trapeze au-dessus du segment [CD] est : 5

(1—4m+1) 1
> =8 .Onentire m= 2

c¢) Pour obtenir l'intégrale nulle, la droite doit couper 1'axe des abscisses et les deux triangles formés doivent

avoir la méme aire. Si on cherche deux triangles isométriques, la droite coupe l'axe des abscisses en (2;0) et la
pente est 1.

On obtient: 4

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Chapitre 6: Calcul intégral

La droite d'équation y=x—2 convient. Une fonction possible est donc: XX -

ac+b=0
Plus généralement: soit P ax+b , si c€[0;4], on doit avoir: be _ (4—c)(—4a—->) 5 h>0 U
2 2
ac+b=0
—bc _(4—c)(4a+b) i h<p - Ces deux systémes sont équivalents et ont une infinité de solutions. On peut
2 2

fixer le réel a et calculer b et ¢ en fonction de a. On trouve: ¢=2 et b=—2a

12 page 187
fest définie sur R par f'(x) = 2(cos(2x + 3) + x)
La fonction F définie et dérivable sur IR par F(x) = sin(2x + 3) + x> + 50 a pour dérivée :
F'(x)=2xcos(2x + 3) + 2x = 2(cos(2x + 3) + x) =f (x)
F est donc une primitive d E;.
Toute autre primitive G de fpeut s'écrire : G(x) =sin(2x +3) +x*+ Cou C € R.

21 page 187

3 3
3 4.2 B _ 1.4 5.3 > _ 81 27 _ _ 15
!x 3x"+3x-1dx [Zx —Xx —|—5x —xL 4 -27+ > -3-(4-8+6-2)=... A
; s T 64 32
[(—2x°+5x")dx = [~ X 447 =243 +243 - -3 t3=-7
2 3 ) 3
3 3 3 3 2 3 2 3
f(x+l) gy = [XF3x —;3x+1dx _ J‘ 3434 L 1 dx = | i 3ra3my L
2 X 3 x x° 2 X |5
27 1 1 17 3
=5 33— 5 —(8+3I2- 5)= 5 +3n 3
3 3 3 3 2 3 3
f(x+1) dx = [ £ LEEIRED R W {x +3x+3+ dr = | 243 5 iy =
) X > X 2 3 2 D
ot 3
6 2

RS SR b SRS N
> (x*+4x+1) 4 x*+4x+1|, 9400 -
Commentaire: Onpose u (x) = x* +4x+ 1, dow, u'(x) =4 x> +4=4( x* +1).

. u' 1 -1
La fonction est donc de la forme 1 qui est la dérivée de 15,

l/l

3 3 28
[ (Vx+5xx)d 3><x3/2+2x5/2l =..=20 V3 - 57 42,
2 2
Commentaire: On sait qu'une primitive de la fonctionx > x* oux # —1estx 0(_1'_ 1 x*!

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Chapitre 6: Calcul intégral

. . o 1 2
Ici,ona:x — +x = x'" quia pour primitive x > T 2= 3 X7
~ 41
2
1 )
etx = x+/x = x** quiapour primitive x > 3+1 K = 3 ¥
2

D'autre part: 3*? =3 V3 et 3°2 =9 V3; 272 =2 V2 et 272 =4 2.

dx = DxVr_1+2xVx+1} = =2+2V2 ~243

ol 1 1
'!‘(\/x—1+\/x+1

Commentaire: On sait qu'une primitive de la fonctionx +— x* ot # —1lestx > —— x*'!
®

+1
et qu'une primitive de u'u® est ! ut’!
ax+1
Ici: X = —% etu (x)=x—1d'ouu'(x)=1 pour étudier —\/17
x—1

1 1
A = _— = + ! N 4 = A 1 pp—
De méme avec « 5 etu(x)=x+1douu’(x)=1 pour étudier 1

22 page 187
4 2 55 ! 152
A= f(2x2+5x—8)dx = | Zx+2x-8x| =..= =~
0 32 0 3
4
B= f(2t2+51—8)dt =A (le changement de nom de la variable d'intégration ne modifie pas le résultat)
0
4 3 2 4 4
_ 69
C= J‘2x X 5x+1dx = f 2x2+x—5+l dx = 2x3+lx2—5x—i-lnx =.= 7 +2In2
| x | x 3 2 | 2
r2x-2
D= [ =dx = On pose u (x) = x> — 2x d'ott ' (x) = 2x — 2
T X —2x
On sait: u (x) > 0 sur [3; 4]
Une primitive de % avec u>0estn ° u.
[ 2x-2 4 8
D= —dx = 2 =.=In 3.
!xz_zx [ln(x 2.X)]3 3
23 page 187
%
E= J‘ cosxdx = [sin x]glz = sin % —sin0=1 (Graphiquement: l'aire sous la sinusoide vaut 1)
0

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Chapitre 6: Calcul intégral

Jy
N
\ >
0 ] 2x
F= f cosxdx = [sinx]; =sinTt—sin0=0 (Graphiquement: remarquer la symétrie)
0
4
\\
Il o L\ e
2
G= J“ sinxdx = [_ cos x]gm = —CoS % —(—cos 0) =1 (Graphiquement: I'aire sous la sinusoide vaut 1)
0
J/‘
I &
|
H= [sinxdx = [~cosxj =— cosT—(—cos 0) =2 (Graphiquement: l'aire sous la sinusoide vaut 1)
0
y
T <
N
0 4 X
M= f ldx = [ln XE =lne—-Inl1=1 (Graphiquement: 1'aire sous I'hyperbole vaut 1)
L X
4\
¥y
T ;
0 y 4 x
2
N= f dx = [ xﬁ =2-1 Graphiquement: l'aire du rectangle vaut 1
1

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Chapitre 6: Calcul intégral

y

 J

24 page 187

f(cos2t+sint)dt:l%sin2t—cost] = 0—(-1)—(0-1)=2

0 0

(sin4t — 5cost)dt = [%( —cos4t) — 5sint] ) — (_l_o)_(_%_5):5

~
Il

<
Il
—s

NIE]

(sinx-cos’ x)dx = [T( cos4x)] = 0-0=0

~
|
I

h
I
© =)o o

3041 5, |1 3041 2 1,4
e dt=|=e = —(e'—e)
0 3

3
28 page 188 .
La valeur moyenne m d'une fonction f'continue sur [a;b] est m= —a‘[ f(x)dx
5
2 1 2 1[2 5,5 > |
: g m=——[(2x*+5x—8)dx=~| =X’ + 257 —8 =
fixp2x+5x-8 m, 5_ZJ;(x x — 8)dx 3l3x 5 xL >
3x+2
gixb—de”
5
1 3x+2 1 =4 | -4, s —4ét —4¢° | 3
mg—sj!(—4-e )dx—ng-e ]2 = ?(e —e): 9 (e—l): 9 (e—l)(e+1)
5
| VR L i
hixis—— m, 5_2£(x+2)dx—3[ln(x+2)]2 = (In7-Ind)=21In
32 page 188

Dans la suite de 'exercice C est un réel.

Les primitives existent sur les intervalles ou la fonction est continue.
’

Cas ol f= ~ -, une primitive F'=1In o le|  (En pratique, il est nécessaire de déterminer les intervalles ot u
garde un signe constant sans s'annuler)

sin x —cos x . . . u'
F)f(x)= oS xSt u(x)=cosx+sinx, u'(x)=—sinx+cosx ,dou, f=- ’ et

Fx)=—In|cosx+sinx|+C
) - . i ) I 3
Comme cos x + sinx = /2 sin (x + 4 ) les intervalles ot u > 0 sont |- 4 + 2k, Tn+2k'rr[ ke”Z
T

3
les intervalles ou u < 0 sont ] TT[ + 2k, N 2k ke Z

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Chapitre 6: Calcul intégral

J

He

B _ sin(2x-1) B o , C. L
G)f(x)=tan(2x—-1) = —cos(2x—1) u(x)=cos(2x—1),u’'(x)=-2sin(2x—1),d'ou, f=— > et
1
Fx)= - ) In|cos(2x—1)|+C
T T
Les intervalles ou u > 0 sont définis par— 5 + At <2x—-1< 5 tkm; k€ ”Z
—+2 T n+2 I
X€] =y thko; gtk [ keZ
T 3
Les intervalles ou u < 0 sont definis par 5 + A <2x-1< 7H+k1'r;ke Z
+2 T 3n+2 I
x €] n4 +k o 7tT+k r» [; keZ
1 COS X . u' .
= = = ! = 'O1) = — = —+
D f(x) P— Sinx u(x)=sinx ,u'(x)=cosx d'ou, f » et F(x)=In|sinx|+C
Les intervalles ou u > 0 sont | 2kt ; i+ 2kt [ ; k€ Z
Les intervalles ou u < 0 sont |1t + 2kt ; 210+ 2kt [ ; k€ Z
2x !
P)f(x)= 2 ux)=1-x> u'(x)=-2x douf=- u; et F(x)=—In |1 —x*}+C
—-X
u>0sur]-1;1[etu<Osur]-o ;—1[ U]l ; +oo]
T) f(x)= le — u@@=1-¢" u'(x)=—¢" douf=- % et Fix)=—In|l—-¢e+C
—e
1
=In - +C.
l-e

u>0sur -0 ;0] etu<O0sur]0;+oo]

Y o _ege n+1
Cas ou f=u'u" une primitive est F = u  avecn # -1

n+1

. ) 1
A) f(x) =sinxcos*x u((x)=cosx ,u'(x)=-sinx ,dou, f =-u"u'etF (x)=— 3 cos’x +C.  (surR)

1
B)f(x)= —r;x définie et continue sur ]0 ; +oo[
1 1
ux)=Inx,u'(x)= N dou, f =—u'uetF (x)= 5 (Inx)*+ C

1

1 - 5
E)f(x)= Jaxts (4x+5) * définie et continue sur |- 1 ; +oo[

w(X) = 4x + 5, u' (x) = 4 d'ow, f = %u’u” ot F (x) = %X2><(4x+5)”2+C= % ix55 +C.

M) 1 (x) =4 sin(3x) cos(3x) u (x) =sin(3x), u’ (x) = 3 cos(3x), d'ou, f= % u 'uet

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Chapitre 6: Calcul intégral

4 1 4
F(x)= 3 x5 sin?(3x) + C = 5 sin’(3x) + C
1
N) f(x) = cosx*xsin*x u(x)=sinx ,u'(x)=cosx dou,f=u"u?etF (x)= 7 sin’x + C.

3
R) f(x)=(x—4) Vx'—12x = (¥~ 12x)"> définie et continue sur [2+/3 ;0] et sur [2 V3 ; +oo[
u@)=x—12x,u' (x)=3x2-12=3(x*-4) ,dou, f= 5 u ul?

1 2 ——
aF@y:—x—x@tqmwﬂwﬁz§@t4m9¢f_nx+c.

. . 1
=x(x*+4) "2 définie et continue sur R.  u (x)=x>+4,u' (x) =2x,d'ovn, f = —u'u'”

U)f(x)= 2

w
><N><
+ W [N
A

—_

CtF (x) = 5 X2x(2+4)?+C= {x’+4 +C

Cas ou f=u'e" une primitive est F =e¢"
O) f(x) = e ' définie et continue sur R.

1 1
u@)=-2x+6,u' (x)=-2, dou, f=— Eu’e”etF(x)Z— Ee’z"””rC.

1 L
K) f(x) = ; e* définie et continue sur ]—co ; O[ et sur JO ; +oo[
1

u(x)= ()—— 1 dou, f=—u'e"et F(x)=—e* +C.

L) f(x)=2x

l
x
¢ u(x):x’” (x)=2x, dou f=u'e"etF(x)=¢" +C

Par intégration par parties sur un intervalle ou u, v sont dérivables et u’, v’ continues.
a et x étant des réels sur le "bon" intervalle, on sait:

la primitive qui s'annule ena de fest F: x > f f(t)dt

a

Si f=uv ' on a alors jf(t)dt = [u(t)v(t)];c - fu'(t)v(t)dt

a

D) f(x)=x"cosx (deux intégrations par parties)

[ ult)=¢ dou [3(’(1‘)221‘

X X
, CTE F@) = |xsing |l — | 2exsintdr =x2sinx—2 | txsinzdt
v'(t)=cost t)=sint [ ]0 -!; f

Calcul de f tXsintd¢ par Ipp
0

u(t)=t u'(t)=

{v’(t):sint dou, [ (t):—cost
fthintdt = [t(—cost)]g — f(—cost)dt =_xcosx+ fcostdt
0 0 0

calcul de f costdt = [sin ;]g =sin x
0
Finalement:

la primitive de f'qui s'annule en 0 est: F(x) =x%sinx —2 (—x cos x + sin x) = x%sin x + 2x cos x — 2 sin x

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Chapitre 6: Calcul intégral

H) f(x)=(x+1)sin3x  Onpose: u(x)=x+1etv'(x)=sin3x
sin3-x  (x+1)-cos3x

1 1 .
F(x):(x+l)xg(—cos3x)+§sm3x+cz 5 3 i C
Aprés transformation d'écriture

2x—1 1 1_1 1 1
B flR)=Tm e (x)=1 x—Inlsf+C
x+1 1

Q) sur tout intervalle ne contenant pas —1 ,ona: f(x)= d'ou, f(x)=In|x—1+C

x’—1 x—1
S) f(x) = cos*x
On sait: sin®x + cos*x = 1 et cos*x — sin*x = cos(2x)

1+ 2 1 1
On en déduit: cos’x = M = — + = cos(2x)
2 2 2
d"F—lJrl><l'2+C—l +l'2+C
ou, F(x)= R > sin(2x) =5 Xty sin(2x) .
33 page 188

L'aire du carré est 1 unité d'aire (u.a.)
L'aire du carré en cm? est 2x2 =4 cm?
Important:

X > x2etx — +/x sont continues sur [0; 1]
x2=>0et Vx = 0 sur [0; 1].
Ce qui permet de dire que l'intégrale de 0 a 1 de la fonction ..... est en u.a; la mesure de 'aire du domaine

délimité par l'axe des ordonnées (x = 0), la droite d'équation x = 1, l'axe des abscisses (y = 0) et la courbe
représentative de la fonction ...

1 1
a) L'aire, en u.a., sous l'arc de parabole d'équation y =x?>est A4 = f x’dx = [%f] = %
0 0

4
(en cm?: A} = A*x4 cm? = 3 cm?)

L 31
b) L'aire, en u.a., sous l'arc de parabole d'équation y = JVx est B = f Vxdx = %le = %
0 0

(en cm? A, = Bx4 cm? = % cm?)

pour x € [0; 1], x* < Vx , d'ou, l'aire entre les deux courbes est B—A=§ u.a.

Ou encore

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Chapitre 6: Calcul intégral

0.5

LDT;} : E s
Lo 05 1
Les fonctions f: x —> x2et g: x —> /x définies sur [0; +oo[ sont réciproques.

Leurs représentations graphiques Cyet C, sont symétriques dans un repere orthonormal par rapport a la droite A
d'équation y = x
i x=0 y=0
Preuve: Un point M(x; y) € Cy < {yzxz o [x=\/; < N@, x) € C,.
x+y
2

Dans un repére orthonormal (O; z,}) , le milieu 7 de [MN] vérifie: x; =y, = ,dou, /€ A
MN (;}:;) =(-x) i—j ,dou, MN et i+ sontorthogonaux.

Soit sa la symétrie orthogonale d'axe A.

L'image de l'axe des abscisses (x = 0) est 'axe des ordonnées.

L'image de la droite d'équation x = 1 est la droite d'équation y = 1.

Une symétrie est une isométrie.

Par la symétrie s, I'aire du domaine D, = {M(x;y)/ 0 < x < let(0 <y < x?} est égale a

l'aire du domaine D, = {M(x; y)/ 0 < x < 1; Vx <y <1}

1 1 1
d'ou, A(D,) =.A(D;) = 3 et l'aire entre les deux courbes vaut 1 —2x 373 (en u.a;)
35 page 188
fdéfinie sur [-1 ; 1] par f(x)=e*+e™*
1) f'est la somme de deux fonctions définies et dérivables sur [—1; 1]

u:x >e‘etvix >—x >e*,dou,

frm=e-e
, >0 —-1<x<1 —1<x<1 0<r<l
f (X) = = ex>e—x 4 > x = I XS
X -1 0 1
&) - 0+
etl/e v etl/e
Jx)
)
Tracé
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Chapitre 6: Calcul intégral

]

L] ]
A\ ] i’
% 7 ¥
% &
LY 4
i &

% #

% #

% #

W 4 s
& T *

% F
% ’

i ¢
% #

% ’

Y #

L #

3_
2
1_
[u]
T T
1 [u] 1
.1_

2) Calcul d'aire:
D={Mx;y)/-1<x<let0<y<f(x)}

|
On sait que fest continue et positive sur [-1; 1], d'ou, A(D) = f f(x)dx wa.
-1

Une primitive de f'est la fonction F: x — e*—¢™

1 | 1 1 2
flf(ﬂdx = [F(x)]_l =(e— g)—( . —e)=2e- .
Comme u.a = 2x1 cm?, on obtient: .A(Y) = (2e — % )x2 cm?

3) Soit un rectangle de longueur 2 et de largeur / de méme aire que le domaine .

Remarque:ambiguité de I'énoncé. Etant donné I'interprétation demandée, la longueur 2 est en unité graphique
(soit 4 cm))

2
A(rectangle) = 2/ u.a. = 2e— -

1
Par conséquent, / =¢ — .

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Chapitre 6: Calcul intégral

A o B
— @& >—
1 o 1

1

1
Ce nombre / est égale a T 1) f f(x)d x = u valeur moyenne de la fonction f'sur [-1; 1].
-1

Complément:
la fonction = 2 cosh(x) (cosinus hyperbolique)
la dérivée de cosh est sinh (sinus hyperbolique)

Le cosinus hyperbolique est la courbe obtenue par un fil uniforme attaché aux deux extrémités soumis a son

poids seul. (Voir chainette) Voir par exemple: http://serge.mehl.free.fr/anx/catena.html

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Chapitre 6: Calcul intégral

41 page 189
v(1)=4F—=5¢+1 (tensecondesetven m-s ')
Signe de v(¢):v(¢)=(4¢—1)(¢t—1) (second degré: racines ...)

1
etsur [1;10] , v(¢)<O sur —;1] d'ou,

[S—

4

4

v(£)=0 sur [0;—

1

10
(48 =5t +1)di— [ (42 =5t + )de+[ (48 — 5¢ + 1)dr
1

1/4

d =

© S— |

1

45 5, !
-2+t -
E

4

+
1

4 35 5,
~P -2+t
3 2

45 5., © 4,9 2187 52507
1 = 96 32 2 48

2 o |3 2

[43 5

46 page 190
La fonction g définie par g (x) = |x| est représentée par deux demi-droites d'origine O d'équations respectives

y=xavecx = 0ety=—-xavecx <0.

x st x=0
Rappel: g (@)= x| =17 "L "~

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Chapitre 6: Calcul intégral

Important : Comme g (x) = 0, les intégrales sont les mesures des aires en unités d'aires des domaines délimités
parx=a,x=b(aveca < b),y=0ecty=g (x).

:1:’l y A12
-1 0 1 ? ; < - -1 0 X -3 -2 -1 0 X
=2 : Intégrale + 2,15 § Intégrale + 9
Integradle + 4,p
f 3%3 7 (3+2)x1 f ..
fg(x)dx == =45 fg(x)dx = =25 fg(x)dx =9 (On peut utiliser la
0 -3 -3
symétrie)
47 page 190

a) Le cercle a pour équation (x —2)* + (y — 0)> = 04> =4, d'ot, x> —4x + > =0

Onentirey= vV4x—x* ouy=— Vax—x

b) Comme les ordonnées sont positives, ona:  B(3;v3) et C(1;4/3)
AB =AC =2 (rayon du cercle), BC =2 car BC (3)

w|:|

donc ABC est équilatéral et BAC =

c¢) La fonction x + /4 x— x? est représentée par le demi-cercle d'ordonnée positive

4
1 :f Vax—x"dx=2m (aire du demi-disque de rayon 2)
0
Soit B' et C' les projetés orthogonaux de B et C sur [Ox). Les triangles ACC' et ABB' sont deux demi-triangles

2
3 . L'aire du secteur angulaire BAC est Tﬂ (L'aire d'un secteur d'angle

équilatéraux de méme aire >

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Chapitre 6: Calcul intégral

1 3
o est 5 r (proportionnalité)). Par conséquent J =f Vadx—x>de=+/3+ 2%
1

48 page 190

2x
1) f(x)= m est de la forme % avecu (x)=x>+4etu>0.

Les primitives de f'sont les fonctions /' définies sur IR par F(x) =In(x* +4)+ Cou C € R.

!

3
1 ’
4x est de la forme — —— avecu (x)=x*+4etu>0.
x +4 4 u

g(x)=

1
Les primitives de g sont les fonctions G définies sur IR par G(x) = 1 In(x*+4)+CouCe€R.

1= [ f()dt = [In(x’+4)], =In5-I4=In %

y
P
/'
_l O N
D
//
1 1 : 1 1 5
_ _ |5 4 _ 4 B _ 1 D
J= _!g(t)dt l4ln(x +4)0 7 (In5—Ind)= 7In 3
y
e
//
//
_l // O .
A
/,
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Chapitre 6: Calcul intégral

3) Les fonctions f'et g étant impaires, les courbes admettent le centre du repere comme centre de symétrie.

0 1
5 4
On en déduit par symétrie centrale: K = ff(t)dt =_ ff(t)dt =—In 1 =In 3 et,
-1 0
r 1 1.5 1. 4
L= lflg(t)dt =_ {g(t)dt =_ Zln 1 Zln 5

49 page 190
’ ul
Dans les trois cas, reconnaitre % (AetB)et "l au C
1 x 1
A= € dx=[ln(ex+1)] =1n(e+1)—lnl+1 :lne+le:1
et +1 ~1 e e+ 1
1 X 1
p=[2*] dx=[ln(ex+x)] =ln(e+1)—lnl—1 :lne+1><e=1ne +1
e+ x -1 e 1—e e+ 1
) o U e ¢ —4e—1
c=J (¢ —2 )de:[ ) ] o2t T2 (1420
—1\€ X € X |- ~—42
e
50 page 190
% LY
sin 2 x 1 1 6 1 1 1
/= dx = | =% — X2 ===
{COS22X . 2 COS2X]0 2 2 2
sin x o 5 03
Pour J, remarquer tanx= J— (tanx . _psinx . f1 1 _14_1_1
cos x '!cos x “!).cos3x 2 cos’x|o 2 3 2 6
K:{(sin2x+ cosd x)dx = l—%c0s2x+%sin4x] ) = —%—0—(—%)—020
51 page 190
sinx | —u' . . 2
tan x=——— d'ou, tan= T avec u=cos (attention au signe de cosx )et tan’(x)=1+tan’x
3 F T @ In2
a) AzftanxdxzfSmxdx=[—ln(cosx)] =lln( I )l =1n\/§:T
0 ) COSX 0 cosx /o
: ; : .
B=ftan2xdx=f(tan2x+1—1)dx=[tanx—x] =1-0-1—T
o A 0 4 4
p p 1 g 1
C:f(tanx+tan3x)dx:ftanx(tan2x+1)dx:[Etanzx] =5
0 0 0
i 1—In2
D:ftan3xdx D=C-A4= 5
0
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60 page 190
h est définie si et seulementsi 1—x*>0 . D,=[—1;1]
Si x€D,, alors —x€D,, et h(—x)=—h(x) . h est impaire et C, est symétrique par rapport a l'origine du
repere.
1

—1 o
En posant u(x)=1—x" , ona  est de la forme U 'u’® et une primitive de / est

H:xH%lxg(l—xz)% {h(x)dx=H(1)—H(o)=%

Comme 4 est impaire, fh )dx=0

-1

61 page 191

u(x)=v14cos’x

1 1
; 2 ot 1<u(x)< —<—x<1
Pour tout x réel, 0<cos’x<1 ,d'ou, 1<u(x)<V2 et 92 ult)
T 1 R 1 T 1 b 1
— dt< | —dr<| ldt — T < —dt<1'r
J ma=lama=] AR Ty
62 page 191

(erreur dans le livre au 2), x=>1)
1) =1 implique t*>1 , d'ou, en ajoutant ° a chaque membre 2¢°>1+¢" . D'autre part *+1>¢
On a donc l'encadrement :7><f>+1<2¢> et comme V est strictement croissante sur [0;+][ , on a:

V< P+1<e42
2) Sur [1;+[ ,ona: L<#<l D'ou TLX dt<f dt\f dt
el one LSSy o [ sl o
2x

Remarquer: ln(2x)—lnx:ln2—x:1n2 122 f 1 dt<In2 (x>1)
x X

t'+1
63 page 191
Conditions pour Lp.p. : u, v dérivables sur [a;b] et u', v' continues sur [a;b])
1 1 1 {
a) I,=[xedr=[x(—)] —[—cdr = —¢'-[¢] =—e—eH1=1-2=20
0 0 0 0 € &

! S =x |1
b) 1,=[(x=3)e’dr= [(x—3)(—2e2 )] —[-2e?ax =
0
0 ’ -1 —x |1 -1 -1
462—6+2[262] =4e? —6—4e? +4=-2

0

1 1 1 1
= [ ax+1)etan = [(2x+1)(e")] —fze*dx = 3e—1-2[¢"] =3e—1-2e+2=c+1
0 0 0

1 1

J' 2% —x+1) edx—[ 2x°—x+1)( ] f 4x—1)e*dx =

0 0 0

1
2e—1—J avec J=f (4x—1)e"dx
0
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1 1 L 1
J = [(4x—1)-e"dx = [(4x—1)(e")] — [4e*dx = 3e+1-4[c"] = 3e+1—de+4
0 0 0 0

I[,=2e—1—(—e+5)=3e—6

64 page 191
Azf e 'sin2¢tdt = [sin2t(—e )] —f —e '2cos2tdt =2B
0 0 0
Bzfe_tcos2tdt = [cosZt(—e_t)] —f—e_t(—ZSinZI)dt = —e"+1-24
0 0 0
Onentire: 5B=1—¢ " . B= 1—5e et Az%

65 page 191

EE]

%
I= f(2x+l)c0s2xdx etJ= f (2x+1)sin’xd x
0

(2x+1)d x (d'aprés linéarit¢ de I'integrale et cos®x + sin’x = 1)

S Sy 2 [H

%
I+J= f(2x+1)(coszx+sin2x)dx =
0

(2x+1)cos2 xd x (d'apres linéarite de l'intégrale et

~
|
<
I
O ey 2|1
~
=
_'.
—_
o
@]
7]
=
<
=]
=
o,
=
O Sy B2

COs*x — sin*x = cos2x)

1. T3
[—J= (2x+1)zsm2xl — fsin2xdx (par Ipp)
0 0
P S O DN
—J= 4 D 2COS )CO 4

. . AT B St
On a en faisant la somme des précédentes: 2/ = 1 6 + 2 doul= 3 + 4

et en faisant leur différence: 2J = E douJ= 3—2
66 page 191
—1
e 1 x° -1
Dérivéede v:x—=In|l+—] est v':x— =
X 1 x(x+1)
1+~
X

11 est intéressant de choisir comme primitive de 1" ;x> 1 , la fonction ;X x+1 afin d'obtenir rapidement

une simplification de uv' dans I'Lp.p.
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[a+dyar =[x+ Dm+D) | = [+ )x——L—ar = (e+D)n|1+1)-2m2+[ Lax
| x x| x(x+1) e X

= (e+1)ln(e+1 —2In2+Ine—Inl=(e+1)In(e+1)—(e+1)—2In2+1=(e+1)In(1+e)—e—2In2

e
68 page 191
¥ . T |
= d = d
1 {coszx * J }[‘cos“x ¥

la) La dérivée de la fonction tangente est x > =1 +tan® x sur ]—

(Y=t
Y=

3

COS X

b) On en déduit / = [tanx]éjm =1

u )
est de la forme — avec u et v dérivables sur |0; | et v ne s'annule pas sur |0;—
v 4 p

sin x
2a)f:x = S sur [0;
cos” X

INE

4

)= cosxXcos’ x—3X(—sinx)Xcos’ xXsinx  cos’ x+3Xsin’ x

(0053 x)2 - cos* x
- 2 ) 3
OI', sinzx = 1 _ C052 X, d‘Ol‘l,f'()C) — M = > + 7
cos X cos” x cos x
: 1 ‘ 1 p 3 2
b)3J-21=3 { cos4xdx -2 '!cos2xdx = '!cos“x_coszxdx (Linéarité de l'intégrale)
%
3-al= J 1 = [ = ()0
o S (x)o 4
F(G)=2etf0)=0
4
Finalement: 3J—-2/=2 etcomme /=1,J = 3
69 page 191
3
g est définie sur ]1 ; +oo[ par g (x) = (x—l)z
x—
1 —1) _ 3
1 () —1) D)
lim _3  _ lim _o lim _ _
Comme —1 Oet (=17 0, 7., (E@x-(x+2)=0

La droite d'équation y = x + 2 est asymptote a C, dans un repére (O; 7, /).

m lim | lim x
Comme -1 (x—1)*=0avec (x —1)>>0,et, -1 x’=1, 1 5 = +too.
x>1 x>1 o1 (x—1)

La droite d'équation x = 1 est asymptote a C, dans un repére (O; 7,}) .
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Chapitre 6: Calcul intégral

2)Commex>1,ona:i>0€t > >0.
x— (x—1)

1
L'aire de la surface limitée par la courbe e g, les droites d'équations y=x+2,x=4,x=a (a>4) est égale a :
a a 3 1
A (a)= f(g(x)—(x+2))dx = IT—F—zdx
4 2 x—1 (x-1)
= |3XIn(x—1)— L a=3ln(a—l)— 1 —31n3+L en u.a
X =1, o 3 a.

3) m  j—fpoper M py= +o0, d'ou, lim 3In(a — 1) = +oo.
x—+o a—+o

a—+o

lim _1 =9

a—+o g—1

Conclusion : alirfw A(a) = +oo.

Représentation graphique :

14 |
12
10
L'aire comprise entre la courbe et I'asymptote
8
i et les droites d'équation x=4 et x=a
a pour mesure en u.a.:
B )
[ g(x)-(x+2)dx
J4
4_
/2/
o]
[u} I2 4 IE IB I1III I12 I‘I-4 I‘IEi I18
70 page 191

n+l1

=1In2)

n

2
HnelN | %dr = [In7]> =@~ In@") =(n+1)n2—nIn2=1In2 (ou encore In
.
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2) D'apres 1), chaque surface a pour aire In 2

D'apres 1)

2

[\S)

df —jn1-m12=mn2

~ | =

71 page 191

22
%dt =85,= f %dt =In 2 d'aprés ce qui précede.
0 21

%dt —1n(1/2) — In(1/4) = -In 2 + In 4 = S,

: est la méme qu'entre 1'éclair et la luciole
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Chapitre 6: Calcul intégral

y=x"+1 et y=9—x’ y=x"—1 et y=7—x"

1) a) f B x2-|-] est strictement décroissante sur [—3;0] et strictement croissante sur [0;3]
g:xH9- % est strictement croissante sur [—3;0] et strictement décroissante sur [0;3 ]

b) Sur [-2;2] , 9—x"—(x"+1)=8-2x"=2(2—x)(2+x) est positif, d'ov, l'aire du domaine S défini par
§={M(x;y) /—2<x<2 et X +1<y<9—x"} est

_f((9—x2)—(x2+1))dx = _f(s-zxz)dx = lsx—gpﬁ

2) Conservation des aires apres translation.

2 64
-2 3

83 page 193
O0<x<m

( ) autour de l'axe

Dans un repére orthonormé (O; i, /), on fait tourner l'arc de sinusoide définie par —gin(x

des abscisses (xx). On obtient ainsi un solide de révolution.

Soit0 < x < Tt

1 }
,// N L o
/ ~N
\\
AN
g 1 2 X

Un plan perpendiculaire a I'axe des abscisses (ou encore parallele au plan (yOz)) coupe la sinusoide suivant un
cercle de rayon |/ (x)| daire Sx) = (f(x))2 =1 (sin(x))’

D'ou, V= frt(sin (x))*dx ﬂf (sin(x))’dx 4,
0

.2 2
sin” x+cos” x=1 1
O , . , d' ‘, 02 = — 1_ 2
& {cos2 x—sin® x=cos(2x) ot sm- x 2( cos(2x))

T

. I 1 . T
Finalement: V= > x—Esm(Zx) =y uw
0

Autre méthode pour le calcul de / f (sin(
0

Ju(x)=sinx u'(x)=cosx
On pose : {v’(x)zsinx’d [ (x)=—cosx "

Par intégration par parties :
TT

I= _!(sin(x))zdx = [sin xx(—cos x)]; _!cosxx( —cos x)d x

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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[=0+ Jeos’xdx = [(1-sin’x)dx = [1dx _ [sin® xdx (linéarité de l'intégrale)
0 0 0 0

pLY
I=m—1Idou,I= 7 .

av

A~ ol ’\ N S
/ | \ \\/

f ! AN

! i AN
) 1 l pd ¢

P \ \ yd

A N [l pd
v d Z \\ / P

84 page 193
Sur [0; 1], on sait que x* < Vx
Le volume ¥" du solide engendré par la rotation de la surface comprise entre les deux courbes est obtenu par
la différence des volumes de deux solides, celui ¥’ engendré par la courbe d'équation y = x et celui ¥
engendré par la courbe d'équation y = x?.
Un plan perpendiculaire a 'axe (x'x) d'équation x = a avec 0 < a < 1 coupe chacun des solides selon des
disques de rayons respectifs (vVa)® =aet (a*)* =a*, d'ot,

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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1 1
V=v,-V,= !Trxdx — !Trx“dx =T [%xz_%xS] =1i( % _ %)= SLLE—

1

"I_

88 page 193

2
u, = J.e*”’dz n€IN
1

a) t=1 implique /*>¢, puis, —1°<—1.

29/41
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Chapitre 6: Calcul intégral

Comme 7 est un entier strictement positif, on en déduit: —nr*<—nt
Comme la fonction exp est strictement croissante sur IR, on a: e " <e "
Or pour tout x réel, ¢*>0
Finalement: si t>1, ()ge””zge
b)

Rappel de la propriété utile:

—nt

Sisur [a;b], f(x)<g(x) alors ff(x)dx < fg(x)dx

2 2 2
On a donc: det < f e "dt < f e "d¢ , soit, en remarquant qu'une primitive de la fonction ¢ -y ¢ "
1 1 1

2
1 _
est t > ——Xe " O<u, < _lXe*”’
n n 1
_e—Zn_(_e—n) e—n_e—Zn
Conclusion: O0<uy, <———+= O<u,<—
n n

¢) Lorsque n tend vers +oo, —n tend vers —o et (e ") tend vers 0.
. 1
De méme, (¢ ") tend vers 0 en +oo ainsi que (;)

D'aprés le théoréme des gendarmes, la suite (u,) converge vers 0.

89 page 194

La (v,) est définie pour n€IN par f x*.edx
0

n+1 n n+1
D Ve —v= f x’e " dx - fxz.efxdx = f x’.e "dx (Relation de Chasles)
0 0 n
Or, x> .¢ * >0,donc, v,,; —v,> 0 (Positivité de 'intégrale)
La suite (v,) est donc strictement croissante.
ulx)=x> . Ju'(x)=2x
—X 9 dou’ —X
v'(x)=e v(ix)=—ce

Les conditions pour une Ipp sont vérifiées (fonctions dérivables), d'ou,

2) On pose

Vo= [xz.(—efx)]o—Jl2x.(—efx)dx = _nt.e" +2 jlx.efxdx
0

n
Posons u, = fx.e_xdx
0

Une nouvelle Ipp mene a:

n

u= [x(—e )~ [1.(—e)dx = —ner + e =—ne"—e"+1
0

Finalement: v,= —n° ¢ " —2ne " —2¢ " +2
n

: , . € N
3) (v,) converge vers 2 (croissances comparées, on a: lim — = +oo, d'ou, l'inverse converge vers 0)
n—+w N
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92 page 194
1 4nt
I, = e f xcos%dx

1 x
D= > {xcosadx

X .oX
On pose u (x) =x, v' (x) = cos 5 d'ou, u'(x)=1,v(x)=2sin 5
Les fonctions u, v sont dérivables et leurs dérivées u et v ' sont continues sur IR, d'ou, par intégration par
parties,

0 0

0
— [1x2axsinZdx =0-2m-2 l2cos§l = 2m+4

T

0
X . X
=d =
_Tl:xcos2 X x><2><51n2]

us

, 17 1
Conclusion: Iy = 5 fxcos%dx = 5(4—21‘()=2—Tl’
1 4(n+1)T ¥
2) I = 2 { xcoszdx
1 1 1 4(n+1)m X 4nm x 4(n+l)m ¥
=7 X i et { xcosde = { xcosde + 4{ﬂ xcosde (Relation de Chasles).
1 4(n+1)m 1 1 4(n+1)m X
L= —5 cos=dx = = (I, + cos=d
+1 2n+2 a X 2 X 2 ( 2n+1 4,{11 X 2 x)
Par intégration par parties comme pour /), on a:
4(n+1)m ¥ 4 (n+1)T 4(n+1)m
xcos—dx = x><2><sin£] +4 [cosil
4nm 2 4 nt 4nm

Or, sin (2(n+1)1r) = 0, sin 2nTt =0, cos (2(n+1)m) =1, cos 2nmt = 1
4(n+1)m

xcos%dx =0-0+4(1-1)=0

4nT
. 1
Conclusion: I, = 5 I,
Ce qui prouve que la suite (/,) est une suite géométrique de raison 5
k=n 1
3)S. = Z I, estla somme de (n + 1) termes d'une suite géométrique de raison = , d'ou,
k=0
n+1
1 - (%) 1 n+1
So=1lyx ——— =22 -1)(1 - (—) )
1 2
1 _ =
2

1 ) n+1
Comme 0 < 5 <1, la suite (%) converge vers 0.

Conclusion: La suite (S,) converge vers 4 — 2.
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93 page 194
: T
I, = fx".sin(x)dx Sy = fx".cos(x)dx nENetn>0
0 0
2

J, = jx.cos(x)dx [xxsin(x)]y - j'sm(x)dx = % —0- [—Cos(x)]glz _ % 1
I, = fx .sin(x)d x [x2><(—cos(x))]7(:/2 —f2x><(—cos(x))dx =0+2J, =2

3 >
1
x> .cos(x)dx = [xZXsin(x)]O — _[Zstin(x)dx = (—) -021, = T )
0

<
)
Il
o;)m‘:i

x".sin(x)dx = [x"X(—cos(x))]glz -

~
B
I
oc—am\:l
© Sy 0[5
S
R\
L
X
|
(@)
]
wn
=
a
=
S
<
i

n = n . /2 2 n—1 . = E ' I
x".cos(x)dx ~ [x ><sm(x)]0 - fnx Xsin(x)dx = |5 " fa
0

<
3
I
Ob;l\ﬂ:l

ol,=nJ, =n l(%)”‘_(n—m”] =n (1)"1_n(n_1)1n2
o= (5) ot = (5) a1

100 page 195

¢ ¢ (e+1V—e (e +1)—e" 1

1 a) Pour tout x réel, on a: 1—

e+1 (" +1) (¢"+1) T (1)
Remarquer: Pour tout x réel, 1+e*>0.

. ¢ . A u u
En posant pour u la fonction 3 |3 [+¢', on voit apparaitre les formes -, avec u> 0 et —;
u

b) On en déduit alors les primitives de la fonction f: X — (C+1)

1
-+C ou C€R sont les primitives de f.

x = x—In(1+¢")+
I+e

1

1
1 . 1
1= dx=|x-In(1+e")+
'{(e“rl)2 ( ) 1+e”

0

:l_i_lni_i_L

1 1
I—l—ln(1+e)+1+e—(0—ln(2)+ 5 e T Tae

2
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2a) X > ; estdela forme u'u® avec x =-3;

(e"+1)

Une primitive est donc de la forme x 1 u
x|_)_—1><71 td mitive d o e
B est donc une primitive de x —

2 (e +1)2 p (e +1)3

1

by J= [ —X¢ 4y
) ”or(e’”rl)3

a+1

X

e —
m et v(x)—x

Posons u'(x)=

On a alors: H(X)ZW d'aprés 2a) et, v'(x)=1

Les fonctions u et v sont dérivables sur [0;1] et leurs dérivées u' et v’ sont continues, d'ou, par intégration par
parties, on a:

1 1
—1 1
J= | xX-=X Xl > —J'1><—1>< xl > = s+ 1
e +1) ), o (e*+1) 2(e+1)
11 2 1 1
J=—+=xl + -
42 n(l—l—e 2(1+e) 2(e+1)
Exercice B page 196

fet g sont définies sur [0; +oo[ par f(x) =In(x + 1) et g (x) =e* — 1 R
Cyet C, sont leurs représentations graphiques dans un repére orthonormal (O3 i, ;).
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15 L. § C

o Infa+1).

0.5 |

k: . 1In{a§+1} 1.5

1) Le coefficient directeur de 7; tangente a Cren O(0; 0) est /' (0)
1
[ = —~,dou, [ (0)=1

x+1°

Le coefficient directeur de 75 tangente a C, en O(0; 0) est g ' (0)
g'(x)=¢",dou, g (0)=1

Les deux droites ont le m"me coefficient directeur, elles sont donc paralléles.
Elles ont un point commun le point de contact O.
Elles sont donc confondues.

Rappel:

Une équation de la tangente 7; a Crau point d'abscisse 0 est y =1 (0)(x — 0) + £(0)
f'x)= ﬁ,d‘ou,f’(O)z 1, f(0)=0.

Une équation de 7 est y = x.

Une équation de la tangente 7> a C, au point d'abscisse 0 est y =g ' (0)(x — 0) + g (0)
g'(x)=¢",dou, g (0)=1;g(0)=0

Une équation de 75 est y =x.

Position de la courbe C; par rapport a cette tangente
On cherche le signe de la différence d(x) =f(x) —x pour x = 0

Con _oX
d'(x)= x+1 -1 x+1
d ' (x) < 0sur[0; +oo[.
On a alors:

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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x |0 +00
d'(x) —
0
d(x) A

Comme d(0) = 0 et d décroissante sur [0; +oo[, on obtient: pour tout x = 0, d(x) < 0.
Conclusion: Pour x = 0, f(x) < x.
La courbe Cyest au-dessous de la tangente 7.

2) Soit M(x; y) € C;

Mix;y) e Croy=In(x+1)etx =0 y est nécessairement positif, puisque x + 1 = 1, donc, In(x + 1) = 0
Mx;y)eCroed=x+lety=0 x est nécessairement positif, puisque y = 0 implique e” > 1
Mx;y) e Crox=¢e"—lety=0

M(x;y) € G x=g(y)ety >0

M(x; y) € Gr= My; x) € Ce.

Les points M(x; y) et N(y; x) sont symétriques par rapport a la droite d'équation y = x dans un repere
orthonormal (Voir exercice 33)

3)a)a>0
Ka)= [In(x+1)dx

a) Pour toutx = 0, In(x + 1) = 0.

I(a) est donc en unité d'aire la mesure du domaine D, = {M(x; y)/0 < x < aet0 <y < In(x + 1)} (partie
colorée sur le graphique)

Par symétrie d'axe T d'équation y = x, le domaine D, a la méme aire que le domaine D, situ¢ au-dessus de la
courbe de g et limité par les droites d'équations respectives y = a (symétrique de la droite d'équation x = a), x =
0 (symétrique de la droite d'équation y = 0), x = In(a + 1) ( symétrique de la droite d'équation y = In(a + 1);

On nomme les points .... A(In(a + 1); 0), B(In(a + 1); a), C(0; a).

A(D,) = aire du rectangle OABC — aire du domaine sous C, limité par 1'axe des ordonnées et la droite d'équation
x=In(a+1).

In(a+1)

I(a)=AMD) =AD:)=0Cx04— [ g(x)dx

In(a+1) In(a+1)
b) J glx)dx= [ (e~Ddx =[x/ =@+ -In(@+ 1)~ (-0)=a—In(a+1)
0 0
Finalement:

Ia)=axln(a+1)—(a—In(a+ 1))=axln(a+1)—a+In(a+1)=(@a+ Din(a+1)—a
¢) Une intégration par parties:
Ka)= [In(x+1)dx

0

Onposeu (x)=In(x+ I)etv'(x)=1

On a donc: u' (x) = etv(x)=x+1

x+1
u, v sont des fonctions dérivables a dérivées continues sur [0; a].
On peut donc faire une i.p.p.
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Ka)= [(x+1)In(x+1)]; — f iiidx = (a+ Din(a + 1) — 1xInl — jldx

Or,Inl1=0ct [1dx =a,don,
0

la)=(@+ Din(a+1)—a
On retrouve le résultat du 3b)

Exercice C page 196

t
1 a) La fonction f définie sur [1; +oo[ par f(¥) = 67 est continue sur [1; +oo[, car, f'est le produit de deux

. . 1
fonctions continues : f > ¢ ett > 7 sur [1; +oof (¢ # 0).

b) fest le produit de fonctions dérivables sur [1; +oo],

! t t
()= e ><tt—21><e _ %(t_ 1
Sit>1lalorst—1=0,
d'ou, /' (¢) = 0 et, fest croissante sur [1; +oo[.
2) R.O.C.
a) A(1) = 0 puisque la surface a une dimension nulle ...
b) On a de fagon évidente: fpositive sur [1; +oo[.
Comme fest croissante sur [1; +oo[, et 2> 0, on a:

1 < X, < X, +himplique f(x,) < f(x,+h)
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]
: ; X.+h x
0 0
X x0+h
Cash>0 Cas h <0

Le rectangle de hauteur f (x,) est au-dessous du domaine sous la courbe et au-dessous du rectangle de
hauteur [ (x,+#%)

L'aire sous la courbe est A( X, +h)—A(X,)

L'aire du rectangle de hauteur f (x,) et de largeur & est A% f (x,)

L'aire du rectangle de hauteur f (x,+%) et de largeur A est hx f (x,+h).

Onadonc: hx f(x,) <A(Xy +h)—A(X,) < hx f(x,+h).
A(xy+h)—A(x,)

) < f(x0+h).

Comme 4 > 0, il vient en divisant par #: f (x,) <

¢)Sih<0,ona:l < X, +h< X,

Ne pas oublier que la largeur du rectangle est —.

Onadonc: —hx f(xg+h) <A(X,)—A(Xy +h) < —hx f(x,).
A(xy+h)—A(x,)

Comme —% > 0, il vient en divisant par —h: f (x,+h) < < fx,).

d) Comme f'est continue en X, , on a: Eﬂ} [xeth) - S (x).

Les inégalités du b) et du ¢) donnent par passage a la limite et d'apres le théoréme des gendarmes:
A(xy+h)—A(x,) . A(x,+h)—A(x,)

lim ; = f(x,) et lim p = fx,).

h>0 h<0
La fonction 4 est donc dérivable en x, et 4'(x,) = f(x,)

e) La fonction 4 est par conséquent une primitive de f'sur [1; +oo[

Exercice D page 196 Ameérique du Sud novembre 2005
Partie A
Cret C, sont les représentations graphiques dans un repere orthogonal des fonctions f'et g définies sur IR par:
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)= etg@=xe"
1) Les courbes étant proposées, il suffit de remarquer f{0) = 1 et g(0) = 0 pour les différencier.
y

A AN
// N, /10 \\
A N P AN N
//// \\ //. f. o o o .\-v.\g >
-3 -2 -1 0 4 X

2) Il est évident que pour tout x € IR, —x € R et f(—x) =f (x), et, g (—x) = g (x).
Les fonctions fet g sont paires.

3) fest la composée de deux fonctions définies et dérivables sur IR, d'ou, f'est dérivable sur R et pour tout x réel

f'(x)=-2x ¢ =-2x.f(x) qui est du signe contraire de x, ( e >0 pour tout X)
d'autre part, comme xliwa ~x’ = —o0 et xlifflw e’ = 0, on a: xlirfw flx) = 0
d'ou, le tableau de variations suivant: (la parité permet de n'étudier que sur [0, +oof)
X |—oo 0 +o0
f'x) + 0 -
v b
o | “

La fonction g est le produit de la fonction carré par la fonction £, d'ou,
g () =2xf (x) +x*f" (x) = 2x.f (x)(1 —x%) = 2x(1 —x)(1 + x)f (x)

. 1 t \ 1
D'autre part, on sait: tljf_{}o te =, d'ou, en posant f = — x>, on montre xl_lglw glx) = 0,

X —00 -1 0 1 +o0
g'(x) + 0 - 0 + 0 -
7 l/e P4 l/e
g(x)
0 Lo L0

4) La position relative de Cret C, est donnée par le signe de f(x) — g (x) = (1 —x?) e
1 1
Conclusion: Cret C, se coupent aux points de coordonnées (—1; - ) et (1; - )

Sur J-oo; —1[ et sur ]1; + o[, Cyest strictement au-dessus de C,.

Sur ]-1; 1[, Cyest strictement au-dessous de C,.
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Chapitre 6: Calcul intégral

Partie B
g [ 2 -7 (
1) G définie sur R par G(x) = ft e ' dt = _[g(t)dt
0 0

Comme g est une fonction continue sur IR, G est la primitive de g qui s'annule en 0.

2) Pour x > 0, comme g (x) = 0, G(x) est la mesure de l'aire du domaine délimité par I'axe des ordonnées
d'équation X = 0, la droite d'équation X = x, l'axe des abscisses et la courbe C,. (1 w.a. = [[i| x| _]H )

3) On a d'apres 1), G'(x) =g (x) et comme g (x) > 0, G est strictement croissante sur IR.

4) On pose F(x) = f e "dt (F est la primitive de f'qui s'annule en 0)
0

1 :
Une méthode: Cette méthode n'est possible que parce qu'on nous donne le résultat G(x) = 5 [Fx)—xe ™ ])

On sait que G'(x) = g (x), déterminons la dérivée de la fonction ¥: x +— % [F(x)—xe * ]

1 2 2
Y'(x) = ) fFx)— e’ —x(2x)e " )=..=g ).

¥ est donc une primitive de g et comme ¥(0) =... =0, ¥ est la primitive définie sur R de g qui s'annule en 0.
Conclusion: G =Y.

Une autre méthode: (Intégration par parties)

Gx)= [ dt = [ixte" dt
0 0

u'(t)=1
ult)=t
On pose ( _q,dou, 1 . Les fonctions u et v sont dérivables a dérivées continues sur IR,
v'(t)=te V(f)——ge
1A ¢ 1 e 1 1 1 .
d'ou, G(x) = tx(——e ’) — (—e )dt=— ~x.et + s Fx)= S [Fx)—xe "]
2° )|, ! 2 2 2 2
lim F(x) _ + . - Vo
5) a) On admet que " =l(leR") (pour la culture: cette limite vaut )
i [ . . )
D'aprés 4), on a: hIP G(x) - 5 (puisque la limite en +o0 de — est 0 croissance comparée)
X— +00 e

1

b)N= [(1-)e "dt = [[/(1)-glr)]dr

0

Comme sur [0; 1], f(t) — g(t) = 0, N est la mesure de l'aire comprise entre les droites d'équations x =0, x =1 et
les courbes Cret C,.
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Chapitre 6: Calcul intégral

¢) N est l'aire du domaine coloré en vert sur le graphique.

: /
[ est l'aire sur [0; +oo[ sous la courbe C; et 5 sous la courbe C, (en magenta).

2
Par lecture graphique, on voit que l'aire en vert est supérieure a la moitié de l'aire sous C;.
/
D'ou, N> =
u, >
Complément:

+o0

En notant f g(x)d x lalimite en +oo de G et méme notation pour les autres limites d'intégrales, on a: (écriture
0

valable car les limites sont finies)

+o0

[(/-9dx= [(f-g)x)dx + [ (F-g)(x)dx =N+ [ (/- g)(x)dx

0

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
40/41 E:\docs_lycee 10 _11\TS\Livre TS\chap 6.odt 23/05/11




Chapitre 6: Calcul intégral

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
41/41 E:\docs_lycee 10 _11\TS\Livre TS\chap 6.odt

23/05/11




	page 169 Testez-vous
	Activité 1 page 170
	Activité 2 page 171
	Activité 3 page 171
	1 page 186
	2 page 186
	12 page 187
	21 page 187
	22 page 187
	23 page 187
	24 page 187
	28 page 188
	32 page 188
	33 page 188
	35 page 188
	41 page 189
	46 page 190
	47 page 190
	48 page 190
	49 page 190
	50 page 190
	51 page 190
	60 page 190
	61 page 191
	62 page 191
	63 page 191
	64 page 191
	65 page 191
	66 page 191
	68 page 191
	69 page 191
	70 page 191
	71 page 191
	83 page 193
	84 page 193
	88 page 193
	89 page 194
	92 page 194
	93 page 194
	100 page 195
	Exercice B page 196
	Exercice C page 196
	Exercice D page 196 Amérique du Sud novembre 2005

