Chapitre 9: Nombres complexes
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A- Savez-vous ... calculer?

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Chapitre 9: Nombres complexes
A B C D
l.(a+b \V2)a-b V2) a? - 2b?
1 3-v2
2. = —
3+42 7
5 142 (1+v2)(2++2) 4432
T 2-42 2 2
Commentaires:

Savoir: (A + B)(4 — B) = A> — B>
Remarquer: SiB>0,(A+ VB)A—- VB)=A4>-B

Les quantités de la forme 4 + B et A — B sont dites conjuguées.

Savoir: On ne change pas la valeur d'un quotient Q = — en multipliant le numérateur N et le dénominateur D

D
X
par le méme nombre k£ non nul. O = % = gxllz

avec k # 0.

B- Savez-vous ... déterminer ou reconnaitre un ensemble de points?

On donne les points 4(2; 3), B(—4; 1)

A B C D
4. Une équation de la médiatrice — 3y (x=2»2+@-3)2=
de [4B] ... (x+4y2+@-1y
5. Le cercle de diamétre [4B] est (MA,MB) = % + k)
'ensemble des points M tels que reZ

6. Une équation du cercle de

C1R2 4 (v_2)2 = A N7 2 —
centre (2(1; 2) et de rayon 3 est (= 1y + =2y =9| définicpar QM *=9

1 cercle de centre | ™ cercle de rayon
un cercle de centre /29

1;-2,5 —
(13-25) 5

7- L'ensemble des points de
coordonnées (x; y) vérifiant
x*+y*—2x+5y=0est

8. L'ensemble des points de
coordonnées (x; y) vérifiant
x*—y* =0est

La réunion des droites
d'équation y = x et y = —x.

Commentaires:

Savoir les définitions géométriques de : médiatrice, cercle, ...

Savoir caractériser ces objets géométriques: par exemple

La médiatrice d'un segment est I'ensemble des points équidistants des extrémités du segment

ou

est la droite perpendiculaire a ce segment en son milieu.

Savoir " traduire " I’orthogonalité, la distance ... en géométrie vectorielle , en géométrie analytique.

Question 4.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Chapitre 9: Nombres complexes

" M € médiatrice de [4B] " si et seulement si " AM=BM " sietseulement si" AM?= BM?"

Or, AM?> = (x —xa)* + (y —ya)* = ...

Remarque: En développant, réduisant, on obtient: 3x +y+1=0

Question 5: Si vous ne vous souvenez plus de la propriété, ne tardez pas a réviser ...

Question 6: On " traduit " en analytique, Q2M? = 3%et comme le carré scalaire est la norme (distance) au carré,
ona: i = 2= [i] 2, s0it, QM >= QM>=3>

Question 7: Voir question 6 et forme canonique du second degré.

5 2
"x*+y*=2x+5y=0" sietseulementsi" (x - 1)+ (y + 5)2_1_ (%) =0"

29
si et seulement si " QM? = 4 »avec Q(1;-2,5)"

Question 8: " x> —)>=0" sietseulementsi" (x —y)(x +y) =0 "sietseulementsi" y=xouy=-x"'

C- Savez-vous ... utiliser des coordonnées polaires et la trigonométrie?

A B C D

9. Des coordonnées polaires du point de coordonnées

o . [5; 7]
cartésiennes (—5; 0) sont
10. Des coordonnées polaires du point de coordonnées [2: s ]
cartésiennes (1; /3 ) sont > 3
11. Les coordonnées cartésiennes du point de coordonnées -
polaires [2; %] sont (V25 42)

2 . V2 ud _ I
12.cos9—76tsm9——7 9——4 0= 2
13.c08 0= 5 etsin0= o- 2"

. C0s 0 =— 75 etsin 0= 2 =3
Commentaires:

Un bon dessin vaut mieux qu'un long discours ... a condition de savoir de quoi il s'agit.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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S22
B
L
15 | Lo
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-
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05
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B ®
A D
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Question 9. A(-5; 0) : il est évident que OA=5et (i, OA) =+ 2km ; k€ Z

Question 10. B(1; \/3). 1l est évident que OB = 2 (Pythagore) et que (i, OB) = % + 2kmt ; k€ Z (lignes

trigonométriques usuelles)
Question 11. C[2; % ]. Lignes trigonométriques usuelles

LS

1 + 2kt ; k € Z (lignes trigonométriques usuelles)

Question 12. Les mesures de (i, OD) sont —

— 2 . . .
Question 13. Les mesures de (7, OF) sont TT( + 2kt ; k € Z (lignes trigonométriques usuelles)

Activité 1 page 262
1- a- L'équation x + 3 = 0 n'a aucune solution dans IN.

On crée alors un ensemble symétrique en 0 qui contient tous les entiers naturels. (on invente des nombres tels
que pour tout x de cet ensemble, il existe un nombre x’ opposé a x (tel que x +x'= 0)).

Les opérations dans IN sont étendues a cet ensemble.
Cet ensemble est Z.

x + 3 =0 aune et une seule solution dans Z, le nombre entier relatif —3.

b- L'équation x*> — 4 = 0 équivalente a (x — 2)(x + 2) = 0 a une seule solution dans IN, l'entier naturel 2

et deux solutions dans Z, les entiers —2 et 2

2- a- L'équation 7x — 1 = 0 n'a pas de solution dans Z. (Il n'existe aucun entier qui multiplié¢ par 7 donne 1).
Preuve: Supposons un entier n tel que 7n =1

Onsait: 7x0<1<7x1,s0it: 7X0<7xn<7x1,

0 <n <1 et n entier est impossible, d'ou, la proposition est fausse.

On symétrise 1'ensemble des entiers ne contenant pas 0 par rapport a 1, c'est-a-dire: on invente un ensemble qui
contient tous les entiers et tels que chaque élément x non nul de cet ensemble est un inverse x". (x x x'=1).

Les opérations dans Z sont étendues a cet ensemble.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Cet ensemble est Q.
1
Dans Q: 7x — 1 = 0 a pour solution le rationnel non entier 7

25
b) Dans Z, 'équation x* — 9 - 0 n'a aucune solution.

: : . . 5 5
Dans @, 1'équation x> — —~ = 0 a deux solutions: les rationnels non entiers — 3 ety

9

3 a) L'équation x> — 3 = 0 n'a aucune solution dans Q.
L'équation x*> — 3 = 0 a deux solutions dans IR, les réels irrationnels — V3 et V3.
b) Soit I'équation 3x2—(1+3 V3 )x+ V3 =0
A= (143V3) —4x3x 3 =1+ (33)* —=2x3x V3 = (1-33)°
14+3v3—(1-343) 1+3V3+(1-3V3) 1

2X3 2X3
L'équation possede une seule solution dans @Q, et, deux solutions dans IR.
4a) L'équation x> = —1 n'a aucune solution dans IR.

On a alors: x, =

(O8]

:\/getxzz = 7.

b) L'équation x* — 1 = 0 est équivalente a (x> — 1)(x> + 1) = 0 est équivalente 4 (x — 1)(x + 1)(x>+ 1) =0

Dans IR, cette équation a deux solutions: —1 et 1.

¢) On pose un nouveau nombre définit par i> =—1 et on étend les opérations usuelles de R.

Ainsi, x? = -2 = 212 B
11 existe deux solutions dans ce nouvel ensemble qui sont —+/2 i et 2 i.

L'équation x* — 1 = 0 a quatre solutions dans cet ensemble: —1; 1; i; —i.
d)x*—2x+5=x-1yP+4=x—-1P2-4=(x—-1-20)(x—1+21)

L'équation x> —2x + 5 =0 a donc pour solutions dans C, les nombres 1 + 2i et 1 — 2i.

1 page 278
. 1e imaginai = . , _
Nombre complexe z | partie réelle de z = Ke(z) partie ;%n (j)lre dez conjugué dez = z
-3 -3 0 -3
2+1 2 1 2-1
-1-1 -1 -1 -1+1
51 0 5 =51
3iP—i1=-3-1 -3 -1 -3+i
2 page 278
Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme partie réelle et méme partie
imaginaire, d'ou,
_ 2
2x—-y=1 3x=-2 x_i?T
—y+ix+y)=1-3i B B
aA)2x—y+ix+ty)=1-31 < Xt y=—3 < [3y:—7 A 7
=3
Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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_ 1
Sxty=0 _ [sx=-1 _ |75
2y+x=1 Sy=3

b)3x+2iy+i(x—iy)=1 & 3x+y+i2y+x) &

3 page 278
a) On lit: A(2), B(1 + 3i), C(-1), D(-2 + 2i)
b) 04 (2), OB (1+3i), BC (-i—(1+3i)),don, BC (-1—4i), AD (=2 +2i—2),d'ou, 4D (-4 + 2i)
Compléments: calculs de longueurs et d'angles
04=2;4B= 1’+3? = V10: 0D = \2'+2? = 22 ; BD = {3'+1? = V10
O4:0B  2x1+0x3 1 10
04x0B  2xyJ10 V10 10

La calculatrice donne pour valeur approchée: « ~ 1,25 radians par exces (B est dans le premier quadrant)

(x=(5;1, 5§)esttelquecoso<=

Autre méthode: Soit H le projeté orthogonal de B sur (OA4).
1 1 3 3

Ona:cosax= 0B ﬁ et sin @ = OB = N

— OA-OD 2X(—=2)+0x2 1
=(04, OD = —— = = ——F=
B=(0A, OD)esttel que cos B OAXOD %242 2
3
= TTT (D est dans le deuxiéme quadrant)
Autre méthode: Soit H' le projeté orthogonal de D sur (OA4).
On a: =2 _ a2 L
na:cos ff= oD -\ etsin = oD~ 2
y= (OB, OD)=( 04, OD)- (04, OB) Index
4 page 278

Zi=4-(1-i)=3+i
=35 -i)+i3+2))=15-3i+3i-2=13

6 page 278

2 2
z, =2i(7 —)(3i+ 1) = 2i(21i + 7 + 3 — i) = 2i(20i + 10) = —40 + 20i Index

. 1
z, = (11)(5+i)= % + Si-5i+1= % - %i

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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7 page 278
11
TR
oo 4 1= 1 1
2T 0 2 22!
Z:1:2+3i_l+i.
T 23 13 13 13!
_ .3 3(3-i) _ 33 3.
24_\/§+i_ 4 = -1 Index
8 page 278
z1= % =—1-3i Remarquer: % =—
o 3+1 (3+i)(2-5i) 11 13, ' . o
2= 5 s T 9 =T 59 T g | Remarquer: (2 + 51)(2 — 51) =29
i1 3-i 3 1. D 4 me .
5= 3 130 10 10 10! Remarquer: 31— 1 =31+ =13 +1)
10 page 278

Z]:1—2i6t22:3i
2+ 25 =(1 =20+ GiPp=1-4-4-9=—12—4i
z1 — 2 =(1-2i) + (3i)’ = (=3 — 4i)(1 — 21)~(-9)(3i) =3 + 6i —4i — 8 + 27i =— 11 +29i

11 page 278
z, =1-2iet z, =31
11 _1+2i 1 2.
z, 1-2i 5 55!
Z 1-21 1 N 201
., 31 3 Um0 =g -5
1+Zl_2*2i_2(1_i)_2 Ind
3-z, 3-3i 3(1-i) 3 Anaex

13 page 278
: : . i-1  i(l+i) . : o
Aiz+tl-1=0e z=1—-1oz= T - =1+1 Rmq:i—1=1+1=1(1+1)
S, ={1+1}

1 1

b)(1+3i)z=1+z©z(1+3i—1)=1@zz;Z—gi

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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14 page 278
a)z2—(1+i1=0 o z+(1+D)][z-(1+1)]=0
Or, un produit de .... est nul si et seulement si ...
S, ={1+1;-1-1}
b)Z+4=0 o Z—(4)=0e 2-4P2=0 o (z+2i)z-2i)=0
S, = {-2i; 2i}

15 page 278
72-4=0 o (z-2)(z+2)=0 @ z=2o0uz=-2 S=1{2;2}
16 page 278
z#1 z#1 z#1
@'Jf'=2+i© 1 e _2-1 e _2—-1 . c:z:-%4-ii Saz{z-Fii}
z—1 Z—1=_— Z—1=—— z=——+1 5 5 5 5
2+1 5 5
#2
z+2 . z#2 z#2 L —2(14i) o7 :
b) o 1 ¥ 242=i(z-2) S L 9 © z#2;z= T o Z:—2(1+21)(1+1)

Or, (1 +i)(1 +1i)=(1 +ip=2i.

On obtient: z =-2i S, = {-2i}
17 page 278
z+z'=1
a) . .
iz—z'=i

En faisant la somme membre-a-membre des deux lignes, il vient: (1 +1)z=1 +1
On en déduit: z=1, puis z'=0

La vérification évidente.

L'ensemble solution est le couple {(1; 0)}

3z+z'=1-1
iz—z'=0

b)

En faisant la somme membre-a-membre des deux lignes, il vient: 3 +1)z=1-1

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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g 1= (1-9B-9 1 2. . . 2 1.
On en déduit: z = I 10 e 51,pu1s,z—1z— 5 + 51
Verificton (premiee igne): 3( 121 + 2+ Lio 21y
¢rification (premicre ligne) : 57 s 5 gi=..=1-1
1 2.2 1.
' 1 - _ = -_+_
L'ensemble solution est le couple {(5 5 1; 5 51
19 page 278
(compléter cet exercice en plagant les points d'affixes j, j2 j°, ? et j et donner une interprétation
géométrique de 1'égalité: 1 +j +j2=0)
1
Le nombre complexe | =3 +1 %
7:_1_4i§ 721__§_ii§:_l_4i§:7
Pmry iy I N T
- 1 3
3o s R Y 2 _
JF=1rx1=1 %) |.]| 4 + 4 1
: S 1 .y3., 1 V3.1 3
A . 3= 2 = (=— -1 — - — [ = — —_ =
On peut aussi développer: j° = j?xj = ( ;) 15 ) > +1 > ) 4 + 4 1
. 1 .3 1 .3
tj+pPp=l-T +i— -7 —i— =
byl +j+5?=1 , Tiy —5 15 0
Interprétation des résultats:
G s o 1 Y |
Comme j* = j?xj = 1, on en déduit: j* = T et comme j*= j,ona: I =j=7
. 271 L 41T
j est le complexe d'affixe 1 et d'argument —— , d'ou, j* est le complexe d'affixe 1 et d'argument —— ou

3 3

T -3 ' A
3 et j estl'unité.

—cos 2T 4isin 2T
J = cCos 3 1 SIn 3
41

21 21 41
o _2m Lo 2T 4t .. 4m
J* =cos ( 3 ) +1sin ( 3 ) =cos 3 + 1 sin 3

Les points d'affixes j, j*> et 1 forment un triangle équilatéral ABC d'isobarycentre le point O, d'ou, 1 +j+j>=0
En effet, ces points 4, B, C sont situés sur le cercle trigonométrique

o —. 4T —

g— 21 =
ot (4;04) = ==, (M;OB):T, (;0C)=21m .

1+4j+j>=0 équivaut a OA+0B+0C=0

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Index

26 page 279
z+3z=(1 +1i)?
On posez=a+ 1b ou a et b sont des réels.
z4+3z=(1+1) < a+tib+3(a@—-1ib)=2i = da —21b =21

On en déduit: a = 0 et b =—1 par identification des parties réelles et des parties imaginaires.
conclusion: z =—i

Vérification: -1+ 3xi1=2iet (1 +1)>=2i

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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32 page 279
Pour tout point M d'affixe z, on associe le point M’ d'affixe z' = 2%
a) On pose z =x + iy (x et y réels).

-

Remarque: dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal direct (O %,7), (x, ) sont les coordonnées
cartésiennes du point M.

Z'=x"t'=x+i)r=.=x*-)"+12xp)

Onadonc: x'= x*—)?ety’'=2xy

Remarque: dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal direct (O %,V) , (x', y') sont les
coordonnées cartésiennes du point M.

b) Avec la forme algébrique

7' est un réel si et seulement si y'=0

z'est un réel si et seulement si 2xy =0

z'est un réel si et seulement six=0ouy =0

L'ensemble des points M tels que z' est un réel est la réunion des deux droites d'équations respectives x = 0 et
v =0 (axes de coordonnées)

z' est un imaginaire pur si et seulement si x'= 0
z' est un imaginaire pur si et seulement si x> —)? =0

z' est un imaginaire pur si et seulement si (x —y)(x +y) =0
z' est un imaginaire pur si et seulement si y =x ouy =—x

L'ensemble des points M tels que z' est un imaginaire pur est la réunion des deux droites d'équations
respectives y = x et y = —x (bissectrices du repére (O; %,V) )

c) Avec les conjugués:

z'est un réel si et seulementsiz'= z'’

z"est un réel si et seulement si z2= z*,or 7> = z2

z'est un réel si et seulement siz2— z2=0

z'est un réel si et seulementsi (z— z )(z+ z)=0

z'est un réel si et seulementsiz= z ouz=-z

z'est un réel si et seulement si z est un réel ou z est un imaginaire pur

L'ensemble des points M tels que z’ est un réel est la réunion des deux droites d'équations respectives x = 0 et
y =0 (axes de coordonnées)

z' est un imaginaire pur si et seulementsiz’'+ z' =0
z' est un imaginaire pur si et seulement siz> + 7> =0, 0or 7z = z 2

z' est un imaginaire pur si et seulement siz>+ z2=0,0r, 72>+ z2= 72—1. 2 ?)
z' est un imaginaire pur si et seulement si (z—1 z )(z+1 z)=0

z' est un imaginaire pur si et seulementsiz=1 z ouz=-1 z

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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En posant z = x + 1y, on retrouve y =x ou y = —x

L'ensemble des points M tels que z' est un imaginaire pur est la réunion des deux droites d'équations
respectives y = x et y = —x (bissectrices du repére (O; ,V) )

et pourquoi pas une troisitme méthode:
7' est un réel si et seulement si arg(z') =0+ ik ; k€ Zouz'=0
si et seulement si arg(z?) =0+ km ; k€ Zouz2=0

si et seulement si 2Xarg(z) =0+ km; k€ Zouz=0

s

si et seulement si arg(z) = 0+ & 5

ke Zouz=0

si et seulement si (i, OM) =0+ k g k€ ZouM=O0.

Onadonc # et OM colinéaires, ou ,% et OM orthogonaux ....

. . T
z' est un imaginaire pur si et seulement si arg(z') = 5 +km,;k€e Zouz'=0

I +kmt; k€ Zouz2=0

si et seulement si arg(z?) = >

si et seulement si 2xarg(z) = g tkm,k€Zouz=0

si et seulement si arg(z) = +k g k€ Zouz=0

LS
4

si et seulement si (i, OM) = % +k g ke ZouM=O0.

Onadonc % et OM forment un angle de % ou %T ou %T ou %T
33 page 279

7, =1 2] = &

b3 b3
z, =3 +4i 2, = 32+4% =5 ou 2,7, = (3 +4i)(3—4i)=9+ 16 =25 et ... (voir z4)
Zy =2 |Z3| =2
Zy =3 -4 |24 = |zof =5
= 2 2] =2

7 T
Retenir:
a) Siz=aestunréel alors |z| = |q
b) Si z = bi est un imaginaire pur alors |z| = [b|
¢) Un nombre complexe z et son conjugué z ont le méme module. lz| = |z

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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35 page 279
a) Z; =cos «+1isin « 2| = V(cosaP+(sinx)* =1
b) Z, =cos x—1sin « Comme 2z, = Z, ,ona: |7 =1
C) Z3 =sinx +1icos « 2] = V(sina)+(cosax)? =1
Important:

Les images de ces trois complexes sont situés sur le cercle unitaire (cercle de centre O et de rayon 1)
Rappel:

Un point M du cercle trigonométrique a pour coordonnées cartésiennes (cos «; sin &) ou « est une mesure de
l'angle (i, OM )

36 page 279
a) Deux méthodes:
- on réduit le produit donné , puis on calcule le module
(5-3i)(12+7i)= ... =81 —i,dov, [(5-3i)(12+7i)] = B1—i| = V81°+(=1) = V6562
- on calcule le module de chaque facteur, puis on effectue le produit des modules.
(5—31)(12+71)] = [5=3i| x [12+7i] = /34 x 193 = V34x193 = /6562

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
13/35 E:\docs_lycee 10 _11\TS\Livre_TS\chap 9.odt 17/11/10
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b) Une méthode s'impose ... |z"] = |z

(3—4iy| = p—4i =5°=3125

41 page 279

a) |z+1-2i =2
Soit 4 le point d'affixe za =— 1 + 2i
z+ 1 —2iest 'affixe de AM , d'ou,

lz+1-2i|] = V2 équivauta AM = 2.
L'ensemble des points M est le cercle de centre 4 et de rayon 2 .
b) |2l = 231
Soit B le point d'affixe zg = 31
z—3i est l'affixe de BM ,d'ou,

lz| = |z—3i] équivauta OM = BM.

L'ensemble des points M est la médiatrice du segment [OB]

46 page 279

Il est important de faire une figure et de controler les résultats ...
A(=1 + 51), B(1 +1) et C(3 + 3i)
a) Affixede AB: zz3 =1+i—(-1+5i)=2—4i
Affixe de AC: Z7z =3 +3i— (-1 +5i)=4-2i
pml = V2P (—af =2 V5 et e = Vai+(—27 =2 V5
On en déduit: AB = AC.
Le triangle ABC est un triangle isocele de sommet 4.
Le triangle est-il rectangle en 4?
BC a pour affixe 3 +3i— (1 +1i) =2 +2i, d'ou, BC= y2>+2> =2 /2.
Comme BC* # AC* + AB?, le triangle n'est pas rectangle en 4.
b) Erreur d'énoncé: Le losange est ABDC (il est impossible d'avoir un losange ABCD)

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Bl

On sait: AB = AC, il suffit donc de déterminer le point D tel que ABDC est un parallélogramme.

Une méthode:

On cherche D tel que AB = CD , on cherche donc Dtel que z, — zo = zp — Z,4

Zp =1+i1—(-1+51)+3+3i=5-1

Une autre méthode:

On cherche le milieu 7 de la diagonale [BC] et on détermine le symétrique de A par rapport a /.
Zptz, .

)= 2 = =240

z,tz, . ] ) )
Onveut: 2, = ———=,soit: Zp =2 2; = 2, =2(2+2{) ~ (-1 +5{) =5 i

48 page 280
Lecture graphique

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Chapitre 9: Nombres complexes

,|D=0+2i

E=2-2i
3
a) arg(zy) = 0 [277] arg(zs) =~ 5 [27] arg(zc) = m [217]
arg(zo) = 5 [27] arg(ze) = — 7~ [2m]

b) Comme (i, AC) =1t [27r], on a: arg( Z7z ) = m [277].

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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a
@]
-
=
3
Il

LA ™
Y [2rr],ona: arg( Zgz )=— 5 [277].

Comme (ii,0F) =— % [27], on a: arg( Zp; )= — % [271].
L == 3 31T

Comme (i, AD) = e [277], on a: arg( Zp; ) = e [277]
Jpa— T ™

Comme (i, DA) =— n [21t], ona: arg( Zp; )= — n [27T].

49 page 280
(ne pas hésiter a placer les points et a s'aider de la lecture graphique)

z; =5 d'ou arg(z) = 0 [217]

2= 4i d'ott arg(z,) = % [2r]

2i d'ot arg(z;) = — % [27]

3 =
u=i-1=-1+i= 2 (- % + %i): V2 (cos ( %)+isin( %)) d'ou arg(zs) = %” [27]

1 T
5= 5 d'ou arg(zs) = 5 [277]

55 page 280
M d'affixe z, 4 d'affixe 1 — 51 et B d'affixe 2i
a) On a alors: l'affixe de AM estz—(1—5i)=z—1+5ietcellede BM estz—2i

b) Pourz # 1 — 5i etz # 2i, une mesure de ( AM , BM ) est donnée par arg(ﬁ , car, d'apres la
relation de Chasles, ( AM , BM )= (i, BM )—(1i; AM )=arg(z - 2i)—arg(z — 1 + 5i) [27] Index
57 page 280
, z+3-Ti 2] 3
2'= T3 avecz#—1-3i

On pose A(—3 + 71), B(— 1 —31) , M(z).
En ce cas, z + 3 — 7i est l'affixe de AM etz+1+3iestcellede BM .

Pour M = B nadonc |z = |z+3-7i| |z+3-7i] 4AM
ourM# 5,nadone 21 = RS T T 41131 | BM
z+3-71

etpour M # Aet M # B, arg =arg(z+3-7i)—arg(z+ 1+ 31i) [2m]

z+14+31

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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= (i#,AM) - (i, BM) [2m]
= (B_MT) [277] ou encore
= (MB,MA) [2m]

70 page 280
iV3-1

Soit Z =
a) Soi 1+i

Forme algébrique: il s'agit de mettre sous la forme X + 1Y ou X et Y sont des réels
Meéthode: On multiplie N et D par le complexe conjugué de D.
Ici,ona: 1 —iestle conjuguéde 1 +iet (1 +1i)(1—1)=2 (carré du module)

Calculs:

On adonc: Z= (1@_;)(1_1) _ —1;‘\/5 v \/§2+1

~1+43 V3+1
5 .

, la partie imaginaire de Z est: 2

Remarque: On ne reconnait pas de lignes trigonométriques remarquables ...

La partie réelle de Z est:

Forme trigonométrique: il s'agit de mettre sous la forme 7(cos 0 +1 sin 8) ou r est un réel strictement positif
et O un réel.

Module: 1a meilleure méthode est d'appliquer les propriétés du module d'un quotient.
On cherche le module du numérateur: |— 1+i\/3| = \/(_ 1)2+( \/§)2 =2

et du dénominateur: |1 +i = 2.

o) _
Par conséquent: |Z| = E =42

Argument: la seule méthode pour cet exercice les propriétés de 1'argument d'un quotient.

cosot= _71 5
—~ LS
On cherche un argument du numérateur: arg(—1 +1i 3 )= « est défini par: J3 d'ou, x = 3 [217]
sinox=——
2
cos = %
On cherche un argument du dénominateur: arg(l + 1) = B est défini par: 1 > d'ou, B ) [277]

Par conséquent: arg(£) = - = 3 - % =1

. . . 5 .
L'écriture trigonométrique de Z est: Z= /2 (cos % +1sin % )

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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“1+V3 . V341
+1

— 5 5
b) On a donc: Z = et Z= \/2(c0s—Tr+1s1n—TT

2 2 12 12
En comparant les deux écritures de Z, il vient:
—1+V3 5m .y
> = 2 cos B (partie réelle)
Y3+l = /2 sin om (partie imaginaire)
2 12
On peut conclure: cos S 1+\/_ = \/6_\/5
P 9% 1 2 4
sin SL \f+ I L = \f
12 \/_

92 page 282

1) z est un nombre complexe. On peut écrire z = x + iy avec x et y réels.

z x+iy  (x+iy)(14+i) x-y  .[x+y
- = = = - = = + 1
1-i 1-i (I—1)(1+i) 2 2
a) —. est un réel si et seulement si x +y = 0 si et seulement si y = —x

b) i est un imaginaire pur si et seulement si x —y = 0 si et seulement si y =x

2) L'ensemble des points M d'affixe z vérifiant la condition du 1a) est donc la droite d'équation y = —x
et, 'ensemble des points M d'affixe z vérifiant la condition du 1b) est donc la droite d'équation y=x.  Index

93 page 282
On pose: z=x + iy ou x et y sont des réels.
z  (x+ip)(1-21)  x+2y iy y—2x
1+2i 5 ~ s Us

5

z ) ) X ) .
1) a) 1521 est un réel si et seulement si < =0 si et seulement si y = 2x

Y — 0 si et seulement si y= -

. .. . . X+
est un imaginaire pur si et seulement si

z X
b) 1+21 2

2) a) Tracer la droite d'équation y = 2x

Index

N | =

b) Tracer la droite d'équation y = —

95 page 282
Sm)=1+i+i* +..+ 1

a)S(10)=1+i+ ¥ + i +i* + 1 +i° +i7 +i° +i° +i"

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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=1+i-1—-i+1+i-1 —i+1+i-1=i
S(11)=S(10)+ i =i -i=0

S(12)=S(11)+ i? =0+1=1

S(13)=S(12) + i =1+i

Analyse des résultats: Si on poursuit, on voit réapparaitre un cycle de 4 résultats:

Pour 7 = 10 11 12 13
14 15 16 17
18 19 20 21
S(n) = i 0 1 | +i

On a donc dans chaque colonne pour 7 des suites arithmétiques de raison 4 et de premier terme a déterminer, ce
qui meéne a n = 4k + (premier terme)

Autre méthode:
Soit la suite géométrique de premier terme 1 et de raison i.

Ona: S(n)=1+1+ ..+ {" estlasomme de (n + 1) termes consécutifs de cette suite géométrique.

i si n=4k
doit, S(n) = 1x l‘fl e A
1 si n=4k+3
b) Avec la premicre analyse
n S(n) Cas particuliers du a)
Ak 1 S(12)
4k + 1 1+i S(13)
4k +2 i S(10)
4k +3 0 S(11)
Preuve:
Pourn=0,0na S(0)=1
Soit n = 4k

Supposons S(4k) =1

alors S(4k+ 1) =S@k) + i**' =1+ (i*Y'xi =1+ 1"xi =1+i
S(k+2)=SM@k+ 1)+ i*? =1+i+ ({'xi® =1+i+ I"x(-1) =1+i-1=i
S(4k+3)=S@k+2)+ i*" =i+ (i"'xi® =i+ 1"x(-i) =i-i=0

Avec la somme ses termes d'une suite géométrique:

=i _ _2 200+ _IH_ (14i)?
3 T LSUkE )= 7T = S S S@k ) = T = o =

Il
_.

S(4k) = %

S(4k+3)= & =0 Index

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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96 page 282
2z2 =3(z+ z)

Onposez=x+iyou(x,y) € R’

222 =3(z+ zZ) e 2(x+)) =3(2) © xX+) -3x=0 o (x——

3
L'ensemble des points M(z) est le cercle de centre (2 d'affixe 5 et de rayon =

99 page 282
z# -3
2-Z

B 34z

Une méthode:

Onposez=x+iyou(x,y) € R’

2—(x—iy) (2-x+iy)B+x—iy) (2-x)(3+x)+iy(3+x-2+x)

3+ x+iy (3+x)+y B (34x)+ )"
Z estun réel si et seulement siz # —3 et y(1 +2x)=0

Z estun réel si et seulement siz # —3et(y=0oul+2x=0)

1
L'ensemble des points M(z) tels que Z est un réel est la réunion des droites: x = ) et y = 0 (axe des abscisses)

privée du point 4 d'affixe —3.

Une autre méthode.

Z estun réel si et seulement si Z= Z
2-Z _ 2-2 _ 2-z7 _ 2—z
34z 34z 34z 34z

Onaalors:z #-3et (2-2)(3+2) = (3+z)(2-2)
2

-
6-z—z

=6—-z— z

z-z+z°-2° =0

(z=z)(14+z+2) =0

Or z—Z =2iyetz+ zZ =2x On retrouve les résultats de la méthode précédente
Une autre méthode.

On considere le point M’ symétrique de M par rapport a I'axe des abscisses.

L'affixe de M'est z

On note 4 le point d'affixe —3 et B le point d'affixe 2.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Z estun réel si et seulement siz # -3 et, z =2 ou arg(£) =0 []

Orarg(2) = arg(2-z) — arg(3+z) =( @, M'B)— (@, MA)=( MA, M"B)[n]
Z est un réel si et seulement si M # 4 et, M =B ou ( MA , Z\T’.B)=O d

MA et M B sont donc colinéaires.

Or, 4 et B étant sur I'axe des abscisses, (4B) est la médiatrice de [MM']

AM =AM’
Onadonc: {BM=BM"' (M et M' de part et d'autre de (4B))
(AM) || (4M ")
On a alors: Soit M (et M") sur (AB), soit, AMBM' losange et (MM'") est donc la médiatrice de [4B] Index
103 page 283
) 1+1
a =
°T V3
| ‘ 141 141 VI2412 2
zl = =] = 1= T =
il "N T e 2
o= N2 2 w2 . usg
1+i=+2 (7 +17). Comme cos 4 TSin = 7,unargumentdel+1 est 4
~ ... \V3 1. LN T | S | . T
V3 —i=2( - 2 1). Comme cos(— 6 )= X et sin(— 6 )=— 5 ,un argument de /3 —i est — 5
: 2 _n. T, T _5m
arg(z) = arg(l +1i) —arg( V3 —i)= 4 + 6 - D [277]
2 5m . . 5T
z= T(COS T +1sin T )
b) n, entier naturel non nul, tel que z" est réel.
5
Comme arg( z" ) = narg(z), on cherche les entiers 7 tels que nx % =0+km;ke”Z
Sn
ou encore, n tel que - kavecke Z
n est donc un multiple de 12.
Le premier entier non nul est 12
5
z'? est donc le nombre complexe de module |z|** et d'argument 12x % =1
12 6
1 1
=15 < l3) " a
V2 2 64
2 _ 1
z 64
Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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105 page 283

arg(z+2i):—%+krr (keZ) équivaut a (ﬁ,C_’Z\?)Z—%+kTr (k€Z) avec l'affixe de C: z,=—21
I'ensemble des points M d'affixe z vérifiant arg(z+2i)=—%+krr (k€Z) est la droite passant par C (C

. T . . . . \
exclu) faisant un angle de — avee l'axe des abscisses. C'est la droite d'équation y=—x—2 dans le repére

orthonormé direct avec le point C(—2;0) exclu.

106 page 283
M,, M, et M; d'affixes respectives z; = V3 +i,z2= V3 —ietz;=—2i

Remarque: z; = z; , d'ou, M;, M, sont symétriques par rapport a I'axe des abscisses et OM, = OM,

a) OM; =OMy = |z)| = |z = (V3 +12 =2¢t OMs= |z = |-2i] =2

Les points M, M- et M5 sont donc sur le cercle de centre O et e rayon 2.

Remarque: On peut a partir de cette information construire facilement les points M; et M- en tracant le cercle de
centre O et de rayon 2et en plagant leurs ordonnées 1 et —1.

b)z—z1= 3 —i— V3 —i=-2i= 2z

Onadonc: M, M, = OM,

On en déduit:

Le quadrilatére OM,M,M; est un parallélogramme et comme il a deux cotés consécutifs [OM,] et [OM5] de
méme longueur, ce parallélogramme OMM,M; est un losange.

108 page 283
z, = \/§4+1 , Z,=z,—-1 et zy=Zz,—1

M, , M, et M; sontlesimages respectives des complexes 2z, , z, et z; dans (O;u,V)

C 3+ 3-3i

z, = z,—1 =
la) 2 1 ) 4 1 4 i
z, = Z_l—l _ \/§+1_1 _ \/3_1_1 _ \/5_51 Y
4 4 4
by [z — V3-5i 3+il _ |3 _ 3 : _
> 4 4 2 2
‘23722‘ _ \/3—51_\/3—31 _ —li _ 1 ;
4 4 2 2
. 1 3
‘22—21| = |-i| = 1. Comme 1+5 =3 , on a donc:
=z = |-z + |-z
Cequidonne M \M; = M M, + M,M,
Lepoint M, € [M M,] M,
Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire ari Y :|
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20) | = B3| 341 1
: 4 16 2
cos@lzg—3 . | n
Posons 0, = arg(z,) ,ona: ,dou, 0,=—  [2m] z,=—¢°
. 1 6 b2
sinf,=—

4 16 2
cos0,=— .
Posons 0, = arg(z,) ,ona: , d'ou, 92=—Tr [217] Z:ﬁel3
sin@,=——
b -z = il =1
. p—— ™
c¢) D'aprés 2a) (u;0M,) = 3 [277]
— -0
et (;0M,) = ——  [2m]
— — L — o — —TT
(OM;0M,) = (u;0M,) — (@;0M,) = ——  [27]
Le triangle OM M , est donc un triangle rectangle (indirect) en O.
- 1 V3
Ou Pythagore: d'aprés 2 a), OM, = 5 oM, = - et M M, =
N ] N A
Comme 12 = EX + > , d'apres la réciproque de Pythagore....
— Zy . . 2
Ou calcul de l'angle orienté (OM OM ) = argz— en déterminant d'abord le quotient 2
1 1
Zo_ B3 B-8ixEei L e
Zl \/§+l 4
305
o . . Z 2 S =, .
ou en utilisant les écritures exponentielles: T — = \/ge’ > = 3(=i) =..
1 Ze 6
z — — —
Comme 2_2 est un imaginaire pur avec la partie imaginaire strictement négative, ona: (OM,;0OM ,) = Trr
1

Index

110 page 283

zg4=—1+21,zg=4+31,zc=31etzp=4— 31

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Ze=z, 1+ 1
L T

_')
Zc—Zp 4 2.

b) La question précédente prouve que les deux triangles ACD et BCDsont rectangles respectivement en 4 et B
et non isoceles.

¢) L'hypoténuse [4D] de ces deux triangles rectangles est le diamétre du cercle circonscrit a chacun. Ce résultat
prouve que 4, B, C, D sont sur le cercle de diametre [BD].

. Zetz CD Zp—Z 4+61
Le centre est donc le point (2 d'affixe Zo = C2 2 =2e¢tderayonr= — = ‘ L C‘ = | |

> 3 5 =13

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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111 page 283

z+3
—1-i

Dans le plan complexe (O; #,V), A(-3), B(1 +1), M(z), M'(z) avec z' = .

Remarques importantes: z + 3 est l'affixe de AM , et,z— 1 —iestcellede BM .
ce qui veut dire: |z+3| =AMet |z—1—i|] =BM.

arg(z+3)= (i, AM) +2kmw; k€ Z et arg(z—1—1i)= (ii, BM) +2km; ke Z
a) Ensemble des points M tels que OM' =1

OM'=1sietseulementsiz =1 +iet |z =1
. ) ) z+3
si et seulementsiz # 1 +1et 11— ~ !
. . .| z+3]
sietseulementsiz #1+iet 77— =1
lz—1—1i
1et 1 tsiM#B t—AM =1
si et seulement si et par =

si et seulement si M # B et AM = BM
Conclusion: L'ensemble des points M tels que OM' = 1 est la médiatrice de [AB].

b) Ensemble des points M tels que M’ est sur 'axe des réels
Autrement dit: M'=Oou (4,0M') =0+km; ke Z

M’ est sur I'axe des réels si et seulement si [(z # 1 +1) et (z'=0ouarg(z) =0+ km; k€ Z)]

+3
sietseulementsi[(z #1+i)et(z=-3ou arg( = ) =0+km; ke Z)]

z—1-1
sietseulementsi[(z # 1 +i)et(z=-3ouarg(z+3)—arg(z—1-1)=0+kmr; k€ Z)]
si et seulement si [(M # B) et (M = A ou (i1, AM) — (i, BM) =0+km; ke Z)]
si et seulement si [(M # B) et (M =A ou (BM , AM) =0+ krt ; k € Z)]

De (B_]\?, AM ) =0+ kmr ; k € Z), on déduit que les vecteurs AM et BM sont colinéaires, donc, que les
points 4, B, M sont alignés.

Conclusion: L'ensemble des points M tels que M’ est sur I'axe des réels est la droite (4B) privée de B.

¢) Ensemble des points M tels que M’ est sur I'axe des imaginaires purs

Autrement dit: M'=Oou (i,0M') = % +kmikeZ

T
M’ est sur 'axe des imaginaires purs si et seulement si [(z # 1 +1) et (z'=0 ou arg(z') = 5 krt s ke Z)]

z+3
z—1-1

™

2

si et seulementsi[(z #1 +1)et(z=-3 ou arg +hkm ke Z)]

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
26/35 E:\docs_lycee 10 _11\TS\Livre_TS\chap 9.odt 17/11/10




Chapitre 9: Nombres complexes

siet seulementsi[(z # 1 +1)et(z=-3 ouarg(z+3)—arg(z—1-1)= % +km ke Z)]
si et seulement si [(M # B) et (M=A ou (i, AM) — (i1, BM) = % +kmt s ke Z)]

si et seulement si [(M # B) et (M = A4 ou (F]\?A_]\?) = +km ke Z)]

(SR~

_ T
2
points M sont sur un demi-cercle de diametre [AB]

De (BM , AM) + krt ; k € Z), on déduit que les vecteurs AM et BM sont orthogonaux, donc, que les

Conclusion: L'ensemble des points M tels que M’ est sur I'axe des imaginaires purs est le cercle de diamétre
[AB] privé de B.

117 page 285
Analyse de I'énoncé
z est l'affixe d'un point M.

LT
i

On cherche I'ensemble & des points M tels que leurs affixes vérifient la propriété: z e * est un imaginaire pur.
(Lorsque I'ensemble sera déterminé, il faut que

- si un point appartient a cet ensemble &, son affixe vérifie la propriété.

- si un point n'appartient pas a cet ensemble &, son affixe ne vérifie pas la propriété.

On procede lorsque c'est possible par équivalence.

Analyse de la méthode:

- TT
i—

"M(z) € & "sietseulementsi"z e * estun imaginaire pur ". (Traduction de ce qui précede)
i i

"M(z)€ &" sietseulementsi” z e ! =0Qouarg(z e *)= %Jrkrr;keZ".

(On caractérise " étre un imaginaire pur " par une équivalence qui permet une " traduction géométrique " d'ou
le passage aux arguments. Mais, comme 0 n'a pas d'argument, il ne faut pas oublier de traiter ce cas)

"M(z) € &" sietseulementsi" z=0 ouarg(z) + arg( et )= % +hkmkeZ"

i
(e * #0,et onsesouvient qu'un argument du produit de ... et de ... est la somme des arguments de ... et de

)
. . T
"M(z) € &" sietseulementsi" z=0ouarg(z)+ T-5° ke, keZ"
(Par définition du nombre e’ ona: arg(eie) =0+ 2kt ke Z)

"M(z) € &" sietseulementsi" z=0ouarg(z)= % +kmkeZ" (un petit calcul immédiat)

. . — s n- Y /4 14 M
"M(z) € 6" sietseulementsi" M=0ou (i,OM) = ) +kmm; k€ Z" (retour a la géométrie ..., car,

vous n'avez pas oubli¢ qu'il s'agissait de déterminer un ensemble géométrique).

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Conclusion:

: . T )
& est la droite passant par O et faisant un angle de 7 avec 'axe des abscisses.

& est donc la droite d'équation y = x.
(Lorsque le cours sera terminé, on aura une méthode plus rapide en utilisant une transformation dans le plan

)

™
11 suffira de faire une rotation de centre O d'angle — — et l'image de l'axe des ordonnées est la droite

4
d'équation y = x)

H_
L'affixe du point M' est celle de M*exp(i T1/d)
Quand M parcourt la droite d'équtiony=x |
4.2 +4.2i g |M'=0+5094
Y- [ -
M' parcourt I'axe des ordonnées 5| x
0+5.94i ",
. X
3_
2_
1_
I? IB I-5 I4 I-I I2 I3 I4 I5 IE
118 page 285

Analyse de I'énoncé

z est l'affixe d'un point M.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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. T
i—

On cherche 'ensemble & des points M tels que leurs affixes vérifient la propriété: z e  estun réel.
(Lorsque I'ensemble sera déterminé, il faut que

- si un point appartient a cet ensemble &, son affixe vérifie la propriété.

- si un point n'appartient pas a cet ensemble &, son affixe ne vérifie pas la propriété.

On procede lorsque c'est possible par équivalence.

Analyse de la méthode:

. TT
i—

"M(z) € & "sietseulementsi"z e ° estunréel " (Traduction de ce qui précede)

- TT
—i=

"M(z) € §" sietseulementsi” ze ° =Oouarg(z e )=0+km;k€Z".

(On caractérise " étre un réel " par une équivalence qui permet une " traduction géométrique " d'ou le passage
aux arguments. Mais, comme 0 n'a pas d'argument, il ne faut pas oublier de traiter ce cas)

"M(z) € &" sietseulementsi" z=0 ou arg(z)+ arg( e ? )=0+km;keZ"

—1—=

(e * #0,et, on se souvient qu'un argument du produit de ... et de ... est la somme des arguments de ... et de

)

"M(z) € &" sietseulementsi" z=0ou-—arg(z)— % =0+km;keZ"

(On sait: z = 0 si et seulement si z = 0,
arg(z) = -arg(z)
Par définition du nombre e’ ona: arg(eie) =0+ 2kt ; ke Z)

s
"M(z) € &" sietseulementsi" z=0ouarg(z)=— 3t ki keZ" (un petit calcul immédiat)

— T
"M(z) € &" sietseulementsi" M=O0ou (i, OM) =— 3 tkmikeZ" (retour ala géométrie ..., car,

vous n'avez pas oubli¢ qu'il s'agissait de déterminer un ensemble géométrique).

Conclusion:

. . T :
& est la droite passant par O et faisant un angle de — 3 avec 'axe des abscisses.

11 suffit de construire un point 4 tel que l'angle avec 1'axe des abscisses et (OA4) fasse — % et de construire la
droite (OA).
& est donc la droite d'équation y =— /3 x.

(Lorsque le cours sera terminé, on aura une méthode plus rapide en utilisant une transformation dans le plan

)

T -
11 suffira de faire une rotation de centre O d'angle —, suivie d'une symétrie d'axe (O, u )

et l'image de l'axe des abscisses est la droite d'équation y = — 3 x)

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Le point M a pour affixe z 7
Le point N a pour affixe le cohjugue de z
Le point M’ a pour affixe celle de N * exp(-i11/3) -
5_
[ 4.47i
.
44 dﬁw
’
L
3_
24 2
&
Ly ®
M'=-5.15-0i N8
10 B B 7 & 5 a 3 2 .'1 K 1 2 ffﬂa 5 5 5
Jd 4
/
1]
‘n /fr
= 24 /
= 4
i
. 5 A
[
/ 41
L4 5
L
121 page 285
L'énoncé se traduit par:
résoudre dans C 1'équation d'inconnue z: z* = 22
La méthode consistant a poser z = x + 1y est tres, tres, tres, ..., maladroite.
z est soit le complexe nul, soit un complexe de module » et d'argument 0.
On remarque que z = 0 est une solution de I'équation.
Onposez=re’our>0etf € R.
L'équation devient: (re'’)* = (re'’)’ (le conjugué d'un produit est le produit des conjugués)

(un argument du conjugué est I'opposé de 1'argument)
Soit #e*? = 2 g2

L'égalité a lieu si et seulement si les modules sont égaux et les arguments égaux modulo 27r.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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= ( r>0)

On obtient le systeme: {49:_29+2kﬂ ke Z

¥ (r’=1)=0
ui équivaut a kTt r>0
d 0= \kez
3
T 41 St . n
Onadonc:r=1,et,0=00ufd = 3 ou 0= tmoud= 3 ou 0= 3 (ensuite on retrouve les mémes

points du cercle trigo)

Finalement, les solutions sont: (écriture exponentielle et écriture algébrique)

0 (ne pas I'oublier)

0 — i2m . igzl—l—iﬁ T —_]. 147":_ ig:_l_iﬁ, T _ i?":l_iﬁ
€ c s e 2 2 > € > € C 2 2 > € © 2 2
Représentation graphique des solutions: Les points O, I, 4, C, 1 ', D, B.

A
[ I
05 1

Exercice B page 288
z—2+i

Soit f'la fonction qui, a tout complexe z différent de —2i associe: Z =f(z) = P TS

A et B sont les points d'affixes z4 =2 —1et zg=-2i
zZ—Zy,

On a alors: Z =
Z—2Zg

a) L'ensemble E des points M d'affixe z, tels que Z soit réel

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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"Zréel" équivauta " {z # zget (Z=0ou arg(Z)=0+km; k€ Z)} "

z—z,

= arg(z—z,)-arg(z—z,) = (3;4M) - (@;BM) = (BM;AM) [2m]

Or, arg(Z)= arg

Z—Z,
Par conséquent: " Z réel " équivauta" {M # Bet(M=Aou (BM ;AM) =0+km; ke Z)}"
Les vecteurs AM et BM sont donc colinéaires.
L'ensemble E est la droite (4B) privée de B.

b) L'ensemble F des points M d'affixe z, tels que Z soit imaginaire pur
T
" Z imaginaire pur " équivauta " {z # zg et (Z=0ou arg(2)= B} +km;keZ)}"

—_—

Par conséquent: " Z imaginaire pur " équivauta " {M # Bet (M =Aou (BM ;AM) =

v |3

tkmi kEZ))"

Les vecteurs AM et BM sont donc orthogonaux
L'ensemble F est le cercle de diametre [AB] privé de B.

) z—24+1
- - 1 ||z +2i i
o) |f(z)=1|x|z+2i] ‘ R |z +21| avec z # —2i
_ 2222421
+21
—2—i
= x|z 4 2i
Cray 2
= |-2—i]

= J(=2f+(-1) = V5
or, |f(z)-1] =IM on I est le point d'affixe 1 et lz+2i] =BM
On a donc: IM' X BM = 5 -
Si M parcourt le cercle de centre B et de rayon V5 ,ona: BM= 5 et par conséquent, /M’ =1
Les points M’ sont sur le cercle de centre / (d'affixe 1) et de rayon 1.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Si un point M(z) décrit la droite (Al;) privée de B (ensemble E) son image par la
transformation 7 est un point de I'axe des réels.

Si un point M(z) décrit le cercle de diamétre [4B] privé de B (ensemble F) son image
par la transformation 7 est un point de I'axe des imaginaires purs.

le cercle de centre B et de rayon V5 a pour image par 7 le cercle de centre / et de
rayon 1
la médiatrice de [4B] a pour image par T le cercle de centre O et de rayon 1

COMPLEMENTS

Pour l'entrainement aux calculs, mais, méthode extrémement maladroite dans le contexte de 1'exercice:

On pose z =x+1y avec x et y réels.
x+iy—2+i (x=2+i(y+1))(x—i(y+2))

. = —_— = = +
On adonc: Z iy 42 x2+(y+2)2 X+iY
2 2
X =2x+y +3y+2 —x+2y+4
avec Re(Z)=X= etim(2)=Y= V3
( X +(y+2) ( X+ (y+2)

Z estun réel si et seulementsiz # Zp et—x+2y+4=0
On retrouve I'équation de la droite (4B) avec B exclu

Z est un imaginaire pur si et seulement siz # 2z et x —2x+)y +3y+2 =0
On retrouve I'équation du cercle de diamétre [4B] avec B exclu

Pour la derniére question, |'interprétation géométrique est:

Si M décrit un cercle de centre B et de rayon R alors M’ décrit un cercle de centre / et de rayon R’ =

= |G

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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On peut aussi interpréter |Z| avec |Z| et donc, par exemple, I'ensemble des points M du plan

_AM
- BM
d'affixes z tels que |Z|=1 (C'est-a-dire les points M’ sont sur le cercle de centre O et de rayon 1) est la
médiatrice de [4B]. Les points images M’ des points de la médiatrice de [4B] sont sur le cercle de centre O et de
rayon 1.

De facon générale, ayez le réflexe d'interpréter les modules en termes de longueurs et les arguments en termes
d'angles orientés.

fest une fonction définie sur C\{-2i}.f z I—> Z

on associe a f une transformation géométrique 7 qui agit sur les points du plan privé de B.

T:M - M et, on trouve

au a) que la droite (4B) privée de B a pour image par 7 I'axe des réels

au b) que le cercle de diamétre [4B] privé de B a pour image par T I'axe des imaginaires

au c) que le cercle de centre B et de rayon V5 a pour image par 7 le cercle de centre / et de rayon 1
au d) que la médiatrice de [4B] a pour image par T le cercle de centre O et de rayon 1

exercice C page 288
iz

A tout z # —i, on associe f{z) = i

M est le point d'affixe z.

1) Résolution de 2 1+2i
z+1

i
Pourz # —i, —— =1+ 2i équivaut a iz = (1 + 2i)(z + i)

z+1
Apres développement, réduction, réorganisation des calculs, il vient: (1 +1)z=2 —1
_2-i (2-9)(d-i) 1 3,
T+ 2 T2 2!
. 1 L .
Le point B d'affixe z, = = — g1Vér1f1e f(z,) =1+2i

2 2

2)r= |z+i| et x=argz+1)
Remarquer: r > 0 puisque z # —1

. iz . iz—iz+1l 1
fe)-i= z+i z+1 Cz+i
Il s'en déduit: |f(z)—i| = Ly L _ 1
' z+1 |z +i r

arg(fiz) —1) = arg(i) =arg(l)—arg(z+1)=0-a=—« [217].

3) A d'affixe —i B
a) L'ensemble € des points M vérifiant la condition: |f(z)—i = 2 est d'aprés la question 2), 'ensemble des

. 1
points M d'affixe z telle que |z+i|] = NG}

Or, |z+i| =AM.

Conclusion: € est le cercle de centre 4 et de rayon 72

Sl

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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b) L'ensemble & des points M vérifiant la condition: arg(f(z) — i) = % est d'apres la question 2), 'ensemble des

points M d'affixe z telle que arg(z +1) =— % [27T].
Or, arg(z +1) = (i, AM ) [27]
Conclusion: 9 est la demi-droite ouverte d'origine A4 et faisant un angle de — % avec U .

Pour la construire, on peut faire un triangle ADE rectangle isocele indirect en D. La demi-droite | AE)
convient.

¢) B d'affixe z, esttel que f(z,) =1+2i
On a donc: |f(Zo) —i‘ = [1+i] = V2.Ce qui prouve que B € €. (Ce qui permet de construire €)
arg( f(z,)—i) =arg(l +i)= % [27t]. Ce qui prouve que B € Y. (Ce qui permet de construire &)

On peut aussi faire:

Ce qui prouve que B € €.

[\S]
I
SIS

. 1 1. : .
arg(z,+i) =arg(5 — 51)=arg(1 —-1)= —% [27r].. Ce qui prouve que B € Y.

Remarque et complément:

Comme a l'exercice précédent, les résultats s'interprétent en termes de transformation géométrique 7.
A tout point M(z) distinct du point A(—i), on associe un point M'(z") avec z' = f(2). M'=T(M)
Vous pouvez essayer d'interpréter les autres questions de fagon identique

Au 1), on montre que 7(B) = B’ d'affixe 1 + 2i

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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