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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie
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Activité 5 page 17 Chiffrement affine

0 1 2 3 4 ] & 7 & 9 0 |11 12 13 | 14 |15 | 16 | 17 |18 | 1% | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25
A B C o E F G H | J K L M N 0 P [0 R 5 T U VoW X Y z

La fonction permettant de chiffrer (coder) la lettre est une fonction affine f'telle que f'(x) =ax + b

x est le rang de la lettre a coder, 7(x) est le rang de la lettre codée ou r(x) est le reste de f'(x) par 26.
le couple (a, b) est la clé du codage.
Les tableurs ont une fonction permettant de donner les code ASCII pour une lettre donnée, et, la lettre ayant un
code ASCII
Pour OpenCalc : " =CODE(lettre) " renvoie le code ASCII, et " = CAR(nombre) " renvoie la lettre.
=CODE(E) renvoie 69 (Faire =CODE(lettre)—65 pour retrouver x)
= CAR(69) renvoie E (Faire =CAR(r(x) + 65) pour obtenir le caractére chiffré)
1) clé de coda%e (|7, 17)
B C

p|lE|F|lG|H|]I1||k]L|m|N]Jo|lr|qQ|R|s|T|]u|v|w]|x]|v]|]z]|as]|AaB|Ac|AD]| AE]| AF|
= 17

Clé a= 7

2 |Texteencar E T s | L N E N R

ax=b 45 | 150 143 73 | 04 103 45 108 136 | 45 143 150 | 45 129 | 157 157 108 &0

r(x} 19 20 (13 21 18 4 19 4 & 19 13 20 (18 25 |1 | 1 4 2 18 13 18 & | 17 21
G c T N T 6 R VW

E s T E o u u N J E s E R A | = E L u | L

45 | 143 45 138 17 | 73 31 45 84 157 | 73 | @4 17
5 19 | 16 1 21 186 17

T N u T =, B B E F

5 | texte chiffre T u N W o] E T E
2) clé de codage (5, 11)
Blc|op|e|Fle[H]l1]a]k|lL[m|[n]olr|Q|R[s|T]u[v|w|[x|v]|z[as]ae[ac|ap]|ae]|ar|
cle a= 5 b=| 11
Texte en clair E T s | L N E N R E s T E Q u u N J E s E R A | C E L u | L
Ax+Hy 31 [106 |101 | 51 | 66 | 76 | 31 76 | 896 | 31 (101 | 106 | 31 81 111|111 | 76 | 56 | 31 | 101 | A 96 | 11 51 2 1 66 | 111 | 51 | 66
rix) 5 2 | 23 | 25 | 14 | 24 5 24 | 18 5 23 2 5 13 7 7o 24 4 5 23 5 18 | 11 25 A 5 14 725 14 1
texte chiffré  F C X & o Y F Y F X C F N H H Y E F X F 5 L Z v F o] H = 0]
Clé de codage (31,11)
| & |B|lc@BE|F|G|H|T|]J]|K|L|[M|N|[O|P|Q|R|S|T|U|V|W]|X| Y| Z|AA|AB|AC|AD|AE|AF|
1 Clg a= 31 b= 11
2 |Texteenclar E T s | L M E N R E s T E Q u u N J E s E R A | C E L u | L
3 AxH 135 | 600 | 569 | 250 | 352 | 414 | 135 | 414 | 538 | 135 | 569 | 600 | 135 | 507 | 631 | 631 | 414 | 250 | 135 | 569 | 135 | 538 | 11 | 259 | 73 | 135 | 352 | 631 | 259 | 352 | 11
4 rix) 5 2 | 23 25 | 14 24 5 24 18 5 23 2 5 13 7 7 24 4 5 | 23 5 18 | 11 25 A 5 14 7025 14 1
L | texte chiffré F C X Z o Y F Y 5 F X C F N H H Y E F X F 5 L Z v F o H Z o L
Clé de codage (265,37)
| a |Blc|p|eE@@es|H|1|s|k|L|m|N]Jo|P|Q|R|S|T|u|v|w|x|Y]|Z|ar|aAs|AcC|AD]|AE]|AF
1 Clé a= 285 b= 37
2 |Texte enclair E T 5 | L N E i} R E 5 T E o U u i} 1 E S E R A | = E L u | L A
3 ax+h 087 5072 4807 2157 2852 3482 1057 3482 4542 1057 4807 S072 1087 4277 5337 5337 3482 2422 1097 4807 1087 4542 37 2157 567 1067 2852 5337 2157 2852 37
4 iy 5 2z 23 | 25 | 14 24 5 24 | 18 5 23 2 5 13 7 7 24 4 5 23 5 18 | 11 25 A 5 14 T 25 114 N
5 |texte chiffré F C X Z o Y F Y 5 F X C F N H H Y E F X F 5 L & W F o H Z o L

b) Les trois textes codés sont identiques au 2/a) mais différents du texte chiffré au 1/
au 2a) les différences a — a’ et b — b’ sont des multiples de 26.
Soit x un nombre entier : fix) = ax + b et f(x) = 26 Xq + r(x) avec 0 < r(x) <26
g(x)=ax+b'etg(x)=26Xq" + r'(x) avec 0 < r'(x) <26
a'=a+26ketbh'=b+26k"
g (x)=(a+26k)x + b+ 26k'=f(x) + 26kx + 26k’ = 26 Xq + r(x) + 26kx + 26k’
=26(q + kx + k") + r(x) avec 0 < r(x) <26

Les restes sont donc égaux.
(Cette activité a pour but de préparer a la notion de congruence).
Données : f(x) = 26 Xg + r(x) avec 0 < r(x) <26

g(x)=26Xq"+r'(x) avec 0 < r'(x) <26

a—a'et b—b'sont des multiples de 26.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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D'ou :
f(x) =r(x) (26) avec 0 < r(x) <26, et, g (x) = r'(x) (26) avec 0 < r'(x) <26
a—a'etb—b'sont des multiples de 26, d'ou,a—a’'=0(26)etb—b'=0(26),so0it:a = a'(26) et b = b'(26)
Comme f(x)=ax+b,ona:f(x) =ax+b'(26)
Conclusion : f(x) = g (x) (26)

¢) A priori, il existe : 25% = 625 chiffrements possibles.

3a=13
a)
| A MC|D|E|F|G|H|I|J|K|L|M|N|O|P|Q|R|S|T|U|V|W|X|Y|Z|AA|AB|AC|AD|AE|AF

1 Clg a= 13 b= 37
2 |Texte enclair E T 5 | L N E N R E 5 T E (o] u u N J E 5 E R A | C E L u | L A
3 X+ 89 | 284 271 141|180 206 89 | 208 258 B9 | 271 284 B9 | 245 297 297 2068 154 8% | 271 8% 258 37 141 83 | 89 | 180 297 141 180 37
4 () 11 24 11 11 24 | 24 11 24 | 24 11 11 24 11 11 11 11 24 | 24 11 11 11 24 11 11 11 11 24 11 11 24 11
5 texte chiffré L Y L L Y Y L Y Y L L Y L L L L Y Y L L L Y L L L L Y L L Y L

Le message chiffré ne contient que deux lettres différentes.

b) 13x+ b =26g+ r(x)et 13x+ b =26¢g"+ r(x") avec g, ¢' entiers et 0 < r(x) <26 et 0 < r(x") <26
r(x)—r(x)=13(x—x")—26(qg —q") =13(x —x"—2g +2q") etx —x'—2q + 2q'est un entier.

D'autre part : — 26 < r(x) — r(x") <26

Les seuls multiples de 13 strictement compris entre —26 et 26 sont : —13, 0 et 13.

Comme —13 et 13 ont le méme reste 13 dans la division 26, on n'a que deux valeurs possibles pour le codage.
On a un reste » et l'autre » + 13 (ou 7 — 13). (Dans l'exemple du 3a/: 11 et 24)

¢) 13 est un diviseur de 26.

Lorsque a = 2 (autre diviseur de 26), la méme démarche va amener :

r(x) — r(x") est un multiple de 2.

On n'a alors 13 lettres dans le codage (deux lettres différentes sont codées par la méme lettre :
Le A (0)etle N (13), le B(1) et le O(14), ...., le E(4) etle R(17) ....,

| & |BlgedD|E|F|s|H[I][J]|k|[L][M[N[o|P|Q|R|[Ss|[T|]u|v|w|x[Y]|z]|as|as]|AcC|AD]|AE]|AF
1 clé a= 2 b= 37

Texte en clair E 5 | L N E N R E 5 T E o] u u M J E 5 E R A | c E L u | L A
3 Ax+h 45 | 75 | 73 | 53 | 59 | 63 | 45 | 63 | T1 45 |73 75 | 45 689 TF 77 63 55 | 45 V3 45 T T Y 453 | 59 | 77 | 53 | 89 | 37
4 rix) 1% 23 A 1 7 11 18 N 1% 1% 21 23 18 17 | 2 25 0N 3 1% 21 15 18 M 1 15 | 19 T | 25 1 7 11

5 |texte chiffré T X Vv B H 5 T 5 T T V X T R Z Z L D T V T T 5 B P T H 75 B H 5

118 page 44 Asie juin 2004
E est I'ensemble des entiers naturels qui peuvent s'écrire sous la forme 9 + a? ou a est un entier naturel non nul.
Autrement dit: E= {9 +a* a € IN"}
1) Etude de I'équation d'inconnue a : a>+9 =2"oua € N, n€N et n > 4.
Remarque : on commence a l'entier 4, car, a*+ 9> 9, et,sin<4, 2" <8
a) Par l'absurde :
Supposons a existe et a pair.
Encecas:a=2peta*=4p*>avecp € IN. a* est par conséquent pair, ainsi que 2" — a?
Comme 2" — a*> =9 et que 9 est impair, on a une contradiction.
Si a existe et si a> + 9 = 2" alors a est impair.
Autre démonstration :

@=2"+9.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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La somme d'un entier pair et d'un entier est impair, d'ou, @ est impair.
Or, a et a® ont la méme parité, d'ou, a est impair.
b)Ona:9=1(4)

a étant impair,a=2p+leta>=4p*+4p+ 1,doua® =1 (4)
Onadonc:a*+9=2(4)

Or,n=>4,dou,n=4+xavecx €N, 2"=2**=16x2*,d'ou 2"=0(4)
L'égalité est impossible, 1'équation a®> + 9 = 2" n'a pas de solution.

2) Etude de I'équation d'inconnue a : a*+9 =3"ota € N, n€N et n > 3.
Remarque : on commence a l'entier 3, car, a>+ 9> 9, et,sin <3, 3" <9
ayn = 3.

Disjonction des cas :

**% n est pair, d'ou, n=2p et 3" =9°,

Comme9=1(4),ona: 3"=1(4)

*#% p est impair, d'ou, n =2p + 1 et 3" =9 X3.

Comme9=1(4),ona: 3"=3(4)

b) Par I'absurde :

Supposons a existe et a impair.

Encecas:a=2p+1leta>=4p>+4p+ 1avecp € IN. a? est par conséquent impair.
La somme de deux nombres impairs est paire, d'ou, a*+ 9 est paire.

Or, 3" est impair, on a une contradiction.

Si a existe et si a*> +9 = 3" alors a est pair.

Puisque a est pair, on peut poser a =2p et a®> + 9 =4p* + 9 avec p € IN*.
Comme 4p>*+9=1(4),ilvient: 3"=1(4)
Dans le 2a), on a montré que ceci n'est vrai que lorsque # est pair.

Conclusion : Si a existe et si a*> + 9 = 3" alors a est pair et n est pair.

c¢) Puisque n est pair et n = 3, on peut écrire n =2p avec p = 2.
3 —a?=3"-a>=3"2-a*=(3"-a)(3" +a)

D 'autre part: (3°—a)(3*+a)=9

Les diviseurs de 9 sont : 1, 3 et 9.

Commea>0, 3?—ag<3°+aq

3P—a=1

La seule ibilité est donc :
a seule possibilité estdonc : 1.,

On en déduit par somme membre-a-membre : 2 X3P = 10, soit : 3 =5 ce qui est impossible.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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Conclusion : 1'équation a® + 9 = 3" n'a pas de solution.

3) Etude de I'équation d'inconnue a : >+ 9=5"otua € N, n€N et n > 2.
A)9=0@0B)t5=-1(3)

Si n est pair, 5" =1 (3)

Si n impair, 5" = -1 (3)

Si n est impair alors a®> = -1 (3)

ou encore a* = 2 (3)

Ora=0@B)oua=1@B)oua=2(03)
dou,a?=0B)oua*=13B)oua*=4=1(3)

L'égalité a* = 2 (3) est impossible.

Conclusion : I'équation a*> + 9 = 5" n'a pas de solution lorsque # est impair.

b) Puisque 7 est pair et n = 2, on peut écrire n =2p avec p > 1.
5"—a?=5"—a?= (5" -a*= (5" —a)(5" +a)

D 'autre part: (5°—a)(5*+a)=9

Les diviseurs de 9 sont : 1, 3 et 9.

Commea>0, S’ —a<5°+a

La seule possibilité est donc : 5§—ai :
5%+ a=9

On en déduit par somme membre-a-membre : 2X5P = 10, soit : 5> =5, donc, p = 1.
On en déduit : 5 —a =1, soit a = 4.

Onabien:4*>+9=>52

Conclusion : I'équation a*> + 9 = 5" a une et une seule solution : a =4

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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