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Activité 5 page 17 Chiffrement affine

La fonction permettant de chiffrer (coder) la lettre est une fonction affine f telle que f (x) = ax + b 

x est le rang de la lettre à coder, r(x) est le rang de la lettre codée où r(x) est le reste de f (x) par 26.
le couple (a, b) est la clé du codage.
Les tableurs ont une fonction permettant de donner les code ASCII pour une lettre donnée, et, la lettre ayant un 
code ASCII 
Pour OpenCalc : " =CODE(lettre) " renvoie le code ASCII, et " = CAR(nombre) " renvoie la lettre.
=CODE(E) renvoie 69                (Faire =CODE(lettre)–65 pour retrouver x)
= CAR(69) renvoie E                   (Faire =CAR(r(x) + 65) pour obtenir le caractère chiffré)
1) clé de codage (7, 17)

2) clé de codage (5, 11)

Clé de codage (31,11)

Clé de codage (265,37)

b) Les trois textes codés sont identiques au 2/a) mais différents du texte chiffré au 1/
au 2a) les différences a – a' et b – b' sont des multiples de 26.
Soit x un nombre entier : f(x) = ax + b et f (x) = 26×q + r(x)            avec 0  r(x) < 26
                                         g (x) = a'x + b' et g (x) = 26×q' + r'(x)          avec 0  r'(x) < 26
a' = a + 26k et b' = b + 26k'.
 g (x) = (a + 26k)x + b + 26k' = f (x) + 26kx + 26k' = 26×q + r(x) + 26kx + 26k' 
           = 26(q + kx + k') + r(x)        avec 0  r(x) < 26
Les restes sont donc égaux.
(Cette activité a pour but de préparer à la notion de congruence).
Données : f (x) = 26×q + r(x)            avec 0  r(x) < 26
                g (x) = 26×q' + r'(x)          avec 0  r'(x) < 26
                 a – a' et b – b' sont des multiples de 26.
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D'où :
f (x) ≡ r(x)  (26) avec 0  r(x) < 26, et, g (x) ≡ r'(x)  (26) avec 0  r'(x) < 26
 a – a' et b – b' sont des multiples de 26, d'où, a – a' ≡ 0 (26) et b – b' ≡ 0 (26), soit : a ≡ a' (26) et b ≡ b' (26)
Comme f (x) = ax + b , on a : f (x) ≡ a'x + b' (26)
Conclusion : f (x) ≡ g (x)  (26)

c) A priori, il existe : 25² = 625 chiffrements possibles.

3) a = 13
a) 

Le message chiffré ne contient que deux lettres différentes.
b) 13x+ b = 26q+ r(x)et 13x'+ b = 26q'+ r(x') avec q, q' entiers et 0  r(x) < 26 et  0  r(x') < 26
r(x) – r(x') = 13(x – x') – 26(q – q') = 13(x – x' – 2q + 2q')  et x – x' – 2q + 2q' est un entier.
D'autre part : – 26 < r(x) – r(x') < 26
Les seuls multiples de 13 strictement compris entre –26 et 26 sont : –13, 0 et 13.
Comme –13 et 13 ont le même reste 13 dans la division 26, on n'a que deux valeurs possibles pour le codage.
On a un reste r et l'autre r + 13 (ou r – 13).   (Dans l'exemple du 3a/ : 11 et 24)

c) 13 est un diviseur de 26.
Lorsque a = 2 (autre diviseur de 26), la même démarche va amener : 
r(x) – r(x') est un multiple de 2.
On n'a alors 13 lettres dans le codage (deux lettres différentes sont codées par la même lettre :
Le A (0) et le N (13), le B(1) et le O(14), ...., le E(4) et le R(17) .... , 
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E est l'ensemble des entiers naturels qui peuvent s'écrire sous la forme 9 + a² où a est un entier naturel non nul.

Autrement dit : E = {9 + a²/ a ∈ ℕ*}

1) Étude de l'équation d'inconnue a : a² + 9 = 2n où a ∈ ℕ, n∈ℕ et n  4.

Remarque : on commence à l'entier 4, car, a² + 9 > 9, et, si n < 4,  2n  8 

a) Par l'absurde :

Supposons a existe et a pair.

En ce cas : a = 2p et a² = 4p² avec p ∈ ℕ.                a² est par conséquent pair, ainsi que  2n – a² 

Comme 2n – a² = 9 et que 9 est impair, on a une contradiction.

Si a existe et si a² + 9 = 2n alors a est impair.

Autre démonstration :

a² = 2n + 9.
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La somme d'un entier pair et d'un entier est impair, d'où, a² est impair.

Or, a et a² ont la même parité, d'où, a est impair.

b) On a : 9 ≡ 1 (4) 

a étant impair, a = 2p + 1 et a² = 4p² + 4p + 1, d'où a² ≡ 1 (4)
On a donc : a² + 9 ≡ 2 (4)
Or, n  4, d'où, n = 4 + x avec x ∈ ℕ,  2n = 24+x = 16× 2x , d'où  2n ≡ 0 (4)
L'égalité est impossible, l'équation a² + 9 = 2n  n'a pas de solution.

2) Étude de l'équation d'inconnue a : a² + 9 = 3n où a ∈ ℕ, n∈ℕ et n  3.
Remarque : on commence à l'entier 3, car, a² + 9 > 9, et, si n < 3,  3n  9 

a) n  3.

Disjonction des cas :

*** n est pair, d'où, n = 2p et 3n = 9p .

Comme 9 ≡ 1 (4), on a :  3n ≡ 1 (4)

*** n est impair, d'où, n = 2p + 1 et 3n = 9p ×3.

Comme 9 ≡ 1 (4), on a :  3n ≡ 3 (4)

b) Par l'absurde :

Supposons a existe et a impair.

En ce cas : a = 2p + 1 et a² = 4p² + 4p + 1 avec p ∈ ℕ.                a² est par conséquent impair.

La somme de deux nombres impairs est paire, d'où,  a² + 9 est paire.

Or, 3n est impair, on a une contradiction.

Si a existe et si a² + 9 = 3n  alors a est pair.

Puisque a est pair, on peut poser a = 2p et a² + 9 = 4p² + 9 avec p ∈ ℕ*.

Comme 4p² + 9 ≡ 1 (4), il vient :  3n ≡ 1 (4)

Dans le 2a), on a montré que ceci n'est vrai que lorsque n est pair.

Conclusion : Si a existe et si a² + 9 = 3n alors a est pair et n est pair.

c) Puisque n est pair et n  3, on peut  écrire n = 2p avec p  2.

3n – a² = 32p – a² = (3p)² – a² = (3p – a)(3p + a)

D 'autre part :  (3p – a)(3p + a) = 9

Les diviseurs de 9 sont : 1, 3 et 9.

Comme a > 0,  3p – a < 3p + a

La seule possibilité est donc : {3
p
−a=1

3 p
+ a=9

 

On en déduit par somme membre-à-membre : 2×3p = 10, soit : 3p = 5 ce qui est impossible.
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Conclusion : l'équation a² + 9 = 3n  n'a pas de solution.

3) Étude de l'équation d'inconnue a : a² + 9 = 5n où a ∈ ℕ, n∈ℕ et n  2.

a) 9 ≡ 0 (3)et 5 ≡ –1 (3)

Si n est pair, 5n ≡ 1 (3)

Si n impair, 5n ≡ –1 (3)

Si n est impair alors a² ≡ –1 (3)

ou encore a² ≡ 2 (3)

Or a ≡ 0 (3) ou a ≡ 1 (3) ou a ≡ 2 (3)

d'où, a² ≡ 0 (3) ou a² ≡ 1 (3) ou a² ≡ 4 ≡ 1 (3)

L'égalité  a² ≡ 2 (3) est impossible.

Conclusion : l'équation a² + 9 = 5n  n'a pas de solution lorsque n est impair.

b) Puisque n est pair et n  2, on peut écrire n = 2p avec p  1.

5n – a² = 52p – a² = (5p)² – a² = (5p – a)(5p + a)

D 'autre part :  (5p – a)(5p + a) = 9

Les diviseurs de 9 sont : 1, 3 et 9.

Comme a > 0,  5p – a < 5p + a

La seule possibilité est donc : {5
p
−a=1

5p
+ a=9

 

On en déduit par somme membre-à-membre : 2×5p = 10, soit : 5p = 5 , donc, p = 1.

On en déduit : 5 – a = 1, soit a = 4. 

On a bien : 4² + 9 = 5²

Conclusion : l'équation a² + 9 = 5n  a une et une seule solution : a = 4
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