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117 page 44  Une équation de Pell-Fermat

a² – 2b² = 1 où (a ; b) ∈ ℤ².  (1)
Remarque : il suffit de résoudre l'équation dans ℕ².
En effet, comme (–a)² –2(–b)² = a² – 2b²
 si (a ; b) est solution de (1) alors (a ; –b), (–a ; –b) et (–a ; b) sont solutions de (1).
1) a) Soit (a ; b) un couple solution de (1), on a alors : a² = 2b² + 1.
Comme 2b² est un multiple de 2, 2b² est pair, donc 2b² + 1 est impair.
a² étant impair, a est impair.

b) On peut alors écrire : a = 2n + 1 où n ∈ ℤ, d'où, a² – 1 = 4n² + 4n + 1 – 1 = 4(n² + n)
 a² – 1 est un multiple de 4.
Comme 2b² = a² – 1 = 4(n² + n), il vient : b² = 2(n² + n).
b² étant pair, b est pair.

Autre méthode : 
2b² = a² – 1 = (a – 1)(a + 1) 
a étant impair, a – 1 et a + 1 sont deux multiples de 2 , d'où, leur produit est un  multiple de 4.
2b² = 4q avec q ∈ ℤ, soit b² = 2q …. 

c) Soit d un diviseur commun à a et à b.

d divise toute combinaison linéaire à coefficients entiers de a et b, d'où, d divise a×a – (2b)×b = a² – 2b² = 1

d divise 1.

d vaut –1 ou 1.

a et b sont premiers entre eux.

2 a) Une solution évidente : (1 ; 0).

(Une autre évidente : a = 3, b = 2.      3² – 2×2² = 1.

le couple (3 ; 2) est une solution).

b) (a, b) est une solution de (1) donc : a² – 2b² = 1.

Évaluons : (3a + 4b)² – 2(2a + 3b)²
 (3a + 4b)² – 2(2a + 3b)² = 9a² + 24ab + 16b² –2(4a² + 12ab + 9b²) 
                                          = 9a² + 24ab + 16b² –8a² – 24ab – 18b²  
                                           =  a² – 2b² = 1
Conclusion :
Si  (a, b) est une solution de (1) alors (3a + 4b ; 2a + 3b)  est une solution de (1).

c) Puisque le couple (1 ; 0) est solution de (1), (3×1 + 4×0, 2×1 + 3×0) = (3 ; 2) est une autre solution de (1), 
                                                                           (17 ; 12) est une autre solution de (1), 
                                                                           (99 ; 70) est une autre solution de (1), 
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                                                                            (577 ; 408) est une autre solution de (1).

3 a) Algorithme.

Algobox étant limité en nombre de boucles, l'algorithme s'arrête ... mais, ce n'est qu'un problème matériel.

Avec Xcas :

19 page 144 Une équation de Pell-Fermat

On cherche les entiers naturels x et y tels que x² – 7y² = 1.

1. Une première approche

a) x étant un entier positif, on a les équivalences suivantes.
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 x² – 7y² = 1 ⇔  x² = 1 + 7y²  ⇔  x = √1+7 y2  

(rappel dans ℝ, on aurait :  x² – 7y² = 1 ⇔  x² = 1 + 7y²  ⇔ { x=√1+ y2

ou
x=−√1+ y2

 )

b) Algorithme
pour y de 0 jusque 1000 faire

x prend la valeur racine carrée de (7*y^2+1);
si x est égale à partie entière de (x) alors 

 afficher(x,y);
fin si

fin pour

Les couples obtenus ; (1, 0) ; (8, 3) ; (127, 48) ; (2024, 765).

(On peut aussi utiliser la commande " tant que … " 

2) a) Soit un couple (x ; y) solution de l'équation (E).
On a donc l'égalité x² – 7y² = 1
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Soit (x '
y ')  = (8 21

3 8 )  (x
y)  

On a alors : x' = 8x + 21y et y' = 3x + 8y.
Évaluons x'² – 7y'² = (8x + 21y)² – 7(3x + 8y)² 
                               = 64x² + 2×8×21xy + (21y)² – 7×9x² –7×2×3×8xy – 7×(8y)²
Comme 2×8×21xy =  –7×2×3×8xy et que 21² = 7×7×9 , on a :
 x'² – 7y'² = x² – 7y² = 1
Si  (x ; y) solution de l'équation (E) alors  (x' ; y') est solution de l'équation (E).

b) Algorithme :

Variables :
X matrice de format 2×1 et  A matrice de format 2×2
N nombre
Début algorithme 

X prend la valeur (1
0)  et A prend la valeur (8 21

3 8 )  

Pour N allant de 1 à 10
Faire X prend la valeur A×X
Afficher X

Fin Pour

Dernier couple obtenu : (528 572 943 487 ; 199 781 794 032)  (la calculatrice ne suffit pas )
Avec Xcas :
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