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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie
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117 page 44 Une équation de Pell-Fermat

a—-2b*=1ou(a;b)e Z> (1)

Remarque : 11 suftit de résoudre 1'équation dans IN2.

En effet, comme (—a)* —2(-b)* = a*® — 2b?

si (a ; b) est solution de (1) alors (a ; —b), (—a ; —b) et (—a ; b) sont solutions de (1).
1) a) Soit (a ; b) un couple solution de (1), on a alors : a* =2h* + 1.

Comme 2b? est un multiple de 2, 2b? est pair, donc 25* + 1 est impair.

a* étant impair, a est impair.

b) On peut alors écrire : a=2n+1loun € Z,doun,a*—1=4n*+4n+1—-1=4n*+n)
a® — 1 est un multiple de 4.

Comme 2b*> = a*>— 1 = 4(n* + n), il vient : b> =2(n* + n).

b? étant pair, b est pair.

Autre méthode :

2b*=a*-1=(a—-1)a+1)

a étant impair, @ — 1 et a + 1 sont deux multiples de 2 , d'ou, leur produit est un multiple de 4.
2b*=4qg avecqg € Z,soitb*=2q ....

¢) Soit d un diviseur commun a a et a b.

d divise toute combinaison linéaire a coefficients entiers de a et b, d'ou, d divise a xa — (2b)xb =a> - 2b*=1
d divise 1.

dvaut—1 ou 1.

a et b sont premiers entre eux.

2 a) Une solution évidente : (1 ; 0).
(Une autre évidente : ¢ =3,b=2. 32-2X22=1.
le couple (3 ; 2) est une solution).
b) (a, b) est une solution de (1) donc : a*> —2b*= 1.
Evaluons : (3a + 4b)* — 2(2a + 3b)
(3a +4b)*—2(2a + 3b)>*=9a* + 24ab + 16b* -2(4a* + 12ab + 9b?)
=9a* + 24ab + 16b*> —8a* — 24ab — 18b*
= a*-2b*=1
Conclusion :
Si (a, b) est une solution de (1) alors (3a + 4b ; 2a + 3b) est une solution de (1).

¢) Puisque le couple (1 ; 0) est solution de (1), (3 X1 +4X0, 2X1 +3X0)=(3; 2) est une autre solution de (1),
(17 ; 12) est une autre solution de (1),
(99 ; 70) est une autre solution de (1),
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(577 ; 408) est une autre solution de (1).

3 a) Algorithme.

w VARIAELES
I:a EST DU _TYPE NOMERE
b EST_DU _TYPE NOMERE
w DEBUT_ALGORITHME
w POUR a ALLANT_DE 1001 A 4000
|-DEBUT_POUR
w POUR b ALLANT_DE 1000 A 3000
|-DEBUT_POUR
w 5l (powl(a.2)}-2*powlb. 2)==1) ALORS
DEBUT_51
AFFICHER a
AFFICHER b
FIN_SI
FIN_POUR
—FIN_POUR
—FIN_ALGORITHME

***plgorithme lance***
3363
2378

***plgorithme interrompu ligne 14

dépassement de la capacité autorisée pour les boucles***
Algobox étant limité en nombre de boucles, l'algorithme s'arréte ... mais, ce n'est qu'un probléme matériel.

1] Prog Edit Ajouter
Ia:=99;b:='?l:l;
tantque (a<l1000 et b<l1000) faire

c:i<a;
ga:1=3%at+d*h;
b:=2%c+3i*b;
ftantoue;
afficher("a

"t+a);

"th) :;

afficher("b

a = 3363
b = 2378

Avec Xcas :

19 page 144 Une équation de Pell-Fermat
On cherche les entiers naturels x et y tels que x> — 7y* = 1.

1. Une premiére approche

a) x étant un entier positif, on a les équivalences suivantes.
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CoTr=le 2=1+72 o x= V1+7)

X :\/ 1+ y2
(rappel dans R, on aurait: x>*-7y*=1e x*=1+7)> < ou )
x= —\/ 1+ y2
b) Algorithme
pour y de 0 jusque 1000 faire
x prend la valeur racine carrée de (7*y”2+1);
si x est égale a partie entiere de (x) alors
afficher(x,y);
fin si
fin pour
%
Ao 127
AEY 35
2824
=1
Dorne

Les couples obtenus ; (1, 0) ; (8, 3) ; (127, 48) ; (2024, 765).

(On peut aussi utiliser la commande " tant que ... "

1 VARIABLES

2 couple EST_DU_TYPE LISTE

3 message EST_DU_TYPE CHAINE

4  DEBUT_ALGORITHME

5 couple[2] PREND_LA_VALEUR ©

& TANT_QUE (couple[2]==1808) FAIRE

7 DEBUT_TANT_QUE

8 couple[1] PREND_LA_VALEUR sqrt(7*pow(couple[2],2)+1)

g 8I (couple[l]==floor({couple[1])) ALORS

14 DEBUT_SI

11 message PREND_LA_VALEUR "une solution est le {"+couple[1]+", "+couple[2]+")"
12 AFFICHER message

13 FIN_SI

14 couple[2] PREND_LA_VALEUR couple[2]+1

15 FIN_TANT_QUE

16 FIN ALGORITHME

Consale b" Lance

*xkplgorithme lance
une solution t le D -
une solution est le
une olution t le -
une =olution est le -
kx*p]gorithme :

2) a) Soit un couple (x ; y) solution de I'¢équation (E).
On a donc 1'égalité x> — 7y* =1

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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'
. x 8 21 X
Soit |7 ,] =
y 38) \y

Onaalors : x'=8x+2lyety' =3x+ 8.
Evaluons x? — 7y” = (8x + 21y)? — 7(3x + 8y)?

=64x> +2X8X21xy + (21y)* — TX9x? —=TX2X3X8xy — TX(8y)>
Comme 2X8X21xy = —7X2X3X8xy et que 21>=7X7X9 ,on a:
xrz_7yrz:x2_7y2:
Si (x; y) solution de 1'équation (E) alors (x'; y’) est solution de l'équation (E).

b) Algorithme :

Variables

X matrice de format 2X1 et A matrice de format 2X2
N nombre

Début algorithme

1
0
Pour N allantde 1 a 10

Faire X prend la valeur AXX
Afficher X

Fin Pour

X prend la valeur

et A prend la valeur (g 281)
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[1.99721734E11...

Dernier couple obtenu : (528 572 943 487 ; 199 781 794 032) (la calculatrice ne suffit pas )
Avec Xcas :

[
[
[
l
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IR —tin b oy [l

L:=[[&,21],[3,B]1];
X:=[[11,1011;

pour k de 1 jusgque 10 faire
Xi=nv¥;

afficher (¥} ;

fpour:;

4]

X:[[8],[3]]

X:[[127],[48]]

X:[[2024],[765]]
X:[[32257],[12192]]
X:[[514088],[194307]]
X:[[8193151],[3096720]]
X:[[130576328],[49353213]]
X:[[2081028097],[786554688]]
X:[[33165873224],[12535521795]]
X:[[528572943487],[199781794032]]
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