MATRICES

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Index
0= PréSENtAtION. . .uuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiieie ettt ettt ettt ee ettt e et ettt ettt tee it eeeeeeeteai ittt eeeeeeeeiiaaas 2
I- Matrices : définitions et écriture deS MALIICES ..ovviieeiuueueeeiiieiiiiiiiiiieiieeeeeieieieieeieeeeeeeeieeeeeeeeeeeieeeeeeeeeeeenn 2
L1 - A TN IOM . eeeiiiiiieiiiieei ettt et e e et ettt e eea et eeeeeeeeeei e reeeeeeeeeens 2
EXCIMIPIES fuuutveiiiiiiiiiiiieeeiii ettt ettt ettt ettt e eeeeee ittt et eeeeeiantatreerereeeeeereereees 2
[-2- ECTItUIE 'UNE MIAIIICE. tereieieieieieie it teieeest st s s seee s st s s seeeeeseseeeseeesesesesesseesesessseeaseeaesesesessassssssesssensasanessrans 3
Ealité de deUX MALIICES ©rureieieirerereiseieeereseseseseeeetesesseseeresessessesatasesassesaeasasassseesasatsssesssesasssassesesasesesensasasaras 3
1-3- Matrice carrée, diagonale ; matrice identité ; matrice NUIE.....c.uvvveeeiiiiiiiiieiiiiiiiiiiiiiiiieeiiiien, 3
Matrice Carrée d'Ordre N.....uuueeeeiiiiiieiieiiiieeiiee ettt e et eeeeeeeeeieeens 3
MAtrICE IAENTIEE . ...uuveiiiiiiiiiieieiiiieee ettt ettt et ettt ee ettt ee et e ee et eeee e e e i ieeeeeeens 3
MaAtriCE MUILC. .ottt ettt e et ee e e e e et e e e ieeeeeeeens 3
I1- OPErations SUT 1€ MATITICES . .uuuiiiiiiiiieeiiiiiiiiiiiiiiiiiieeieeeeeeeiee e eeeeeeeee et eeeeeeeeeieeeeeeeeeeeieiieeeeeeeeeeeaiinneeeereeeess 4
II-1- Addition de deUX MIAIIICES. ..eeieuuereeiiiiiiiiiiiiieiieiieeeeeeeetieeeeeeeeeeeieieeeeeeeeeeesiiteeeeeeseeeeeintseeeeeeeeeeeennneseeeeeees 4
11-2- Multiplication d'une matrice Par UN TEEL.....ccuuuuuueiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieiieeiiiieeeeeeeeeeeieeeeeeeeeeeiiieeeeeeeeeiiieens 4
EXCIMPIE tiiiiiiitiieiiiiie ettt ettt ettt ettt e e ettt e ettt iee e eeeeeeeiibrrreeeeeeeeeanns 4
différence de deux matrices de méme diMEeNSION MIXMuuuueeeiiiiiiiiuuueiiiiiieiiiiiiiiieiieeiieiiiiiieeeeeeeeeeiiiiieeeeeeeees 4
Commentaire sur 1a Notion d'OPPOSE tuvveviiiieeueieeiiiiiiiiiiiiieiiee et eeeee e e eeeeeieeeeeeeeeeeeeeens 4
11-3- Multiplication de dEUX MAtITICES. ..uuiiiiiiiiiuiiiiiiieiiiiiiiiiiiiieeeieeeeeeeeiee e eeeeeetieeeeeeeeeeiieeeeeeeeeeieieeeeeeeeeeans 4
11-3-1- Multiplication d'une matrice ligne par une matrice COLONNE.....uvvvieiiiueveeeiiiiiiiiiiieeeeeeeeieeeeeeeeeeeeenn, 4
11-3-2- Multiplication d'une matrice mxn Par UNE MAIICE NXD.uuuurreeieiiiiiiiiiiiiiiieieiiiiiiiiiiieeeeeeiiiieieeeeeeeeeeenn, 5
11-4- Propriétés des opérations : Addition matricielle et multiplication par un réel........coooevveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeees 5
11-4-1- Commutativité de 1'addition MAtriCIEllE. oouuuueeviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeieee e, 5
11-4-2- Associativité de 1'addition matriciClle. . .ooeuueeeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiiiiiiiieieeee et 5
11-4-3 : Distributivité de la multiplication par un réel sur I'addition matricielle ...ccccceeiiiiiuvreiieeiiiiiiinnnnens 5
11-4-4 Distributivité de la multiplication sur l'addition des 1éelS.........ccoovvuveeeeiieiiiiiiiiiiieiiieieiiiiiieeeeeeeeeeeen 5
I1-4-5- AULIE PIOPIIELE =..uvvveiiiiiiiiiiiiiiiiiiieee ettt eeeeet et ee e e e et eeitee et eee et eieiiee e eeeeeeeeeeeeeeeens 5
A QUOIT SETVENLE CES PrOPIIGLES 2.ttt eeeeeeeetetesseeeeeeeeseseesesereseseseesesatatsesessesasatassesanesessstasasasasaseseseasass 6
11-5- Propriété des opérations : multiplication de MAatriCEeS CAITEES. ..uuuuiiiiiiiureriiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeiiiiiiieiieeeeeeeennn, 6
I1-5-1- Associativité de la multiplication mMatricielle.....oouueiueveeeeiiiiiiiiiiiiiiiieeeeieeeeeee e 7
11-5-2- Multiplication par un réel et multiplication Matricielle....cccoviiieueeeeeiiiiiiiiiiiiiiieeiieiieiiiieeeee e 7
11-5-3- Distributivité de la multiplication matricielle sur 'addition matricielle.........covvevvereeeniiieeeeeeeeeeennn... 7
[1-5-4-Elément neutre de 18 multipliCation. ..o eereeeeeeee et et e eeet et et et et et et et et et et et et erer et et ererererararararesaranas 7
11-5-5- Attention .... Prudence : la multiplication matricielle n'est pas commMUtative.....o..eeeeeeeeeieeeeeeeeeeennn.... 7

EXOICICE & wuviiiiiiiiiiiieee ettt et e e et ee it e e e e et iaieeas 7

11I- Inverse d'une matrice carré, résolution de SyStemes lINEAITES. . .cuuuvveeeieiiiiiiiiieeiiiieeiiiiiiiiiieeeeeeeeiiiiiiieeeeeeeeeennn, 7
I1I-1- Présentation de 1a 1€CherChE. .o.uuuuviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiiieee ettt 7
III-2- Matrice inverse d"UNE MAtriCE CAITEEC. .uuuuuriiieiiiiiiieeieeiieeeeiiiitieeeeeeeeeiiiiiiteeeeeeeeeeeiitteeeeeeeeeeeeeeseesesesseenns 9
II1-2-1- Matrice INVEISIDIE. .oiiiiiiuieiiiiiiiiiiiiiiiiiieee ettt eee e e eee e eeeeeeeeeeeeens 9

D INItION . cuttviiiiiiiiiieiiiiie ettt ettt ettt e e et ee it eeeeeeteeeteeeaeeeeereeeerreeraees 9
Propriétés (1a premicre €St admMiSE).....ceueeieueiiiueiiiiiiiiiiiiieie et eee ettt 9
DEfiNition €t NOtAtION. ..uuuiiiiiiiiiiiiiieiiiiieieiieiiieiei e eeeeeeeeee ettt eee e et eeeeeieeeeeeeeeeeeieeeieeeeeeeeeeeeeeereaeaees 9

III-3- résolution d'un SYStEME TINEAITE. . .cciieurreeiiiiiiiiiiiiiiiiieiiieeeeieieeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeiiieeeeeeeeeiieeeeeeeeeeeeeens 10
IV - Graphes €t MAtIICES. cuuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie ettt eee ettt eeeeeeeeeieeeeeeeeeeeeiieeeeeeeeeeeeaiiteesseeeeeeeeens 10
IV -1 DEFINITIONS fiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii ittt e ettt et eeeeeeeeet e eeeeeeeeeeiiteeeeeeeeeeeaiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeaeens 10
IV-2- NOMDIE A€ TrAJETS . eeviiiiiiiieiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeie et ee et eee e et eeeeeeeeeeeeeeeeiieeeeeeeeeeiiiiieeeeeeeeeeeeens 11

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
1/25 matrices_et_suites 2013-2014.odt 04/04/14




MATRICES

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Matrice adjacente Al GTaAPNE fiiiiiiiiiueeeeiiiiiiiiiiiiiiiiieeee ettt eeeeeaeaeeees 11

IV- 3- Promenade aléatoire sur un triangle équilatéral..........ccoveeiieeuveiiiieiueiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiieeeeiieeeeeieeeeeennn 12
IV-4- Saut de puce : matrice de transition d'une marche aléatoire......o.ueveeeiiiiiiiuveeeiiiiiiiiiiiiiiieeeieeeeeeeeeeeen, 13
V- Puissances d"UNE MAIICE. . ouuuueiiiiueeeieiiiiiii e e oot eeeeeeeeeee et eeeiee et eeteeeeeeeieeeeeeiaeeeeeeeeeeiinnens 17
V-1- MatriceS dia@ONAleS. c.uuuueeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieee ettt eeeee ettt ee et et ee it eeeeeeeiiianans 17
V-2- Matrices trian@UIAITES. . ..coiieeuuureeeiieieiiiiiiiieeeeieeeeeieeiiieeeeeeeeteeiiteeeeeeeeeeeiieiteeeeeeeeeeeenistseeeeeeeeeesiisssseeeessenes 17
PIODITETE fooiiiiiiiiiiieiiiiii oottt ettt ee e et tee ettt eeeeee ettt eeeeeeee ittt reeteeieaattreeeeereeees 18

V-3- Les matrices « creuses » : Calculs Par BlOCS oovuuvuvveiiiiiiiiiiiiiieiiiiieiieeiiiieeee oo eeeeeeeeeeeeeiiaees 18
ADDICATIONS ©uuvviiiiiiiiiiiieiiiiiiiiieeeeieiieee oottt ee e et eei et ee e et ee ittt ettt eeie et e eeeeeeeeeseeeeeeteereareeeaes 19

V-4- Diagonalisation éventuelle d’une matrice carrée d’ordre 2.....c.ueveeeeeeeeiieieeiiiiiiieieeiiiieeeeeeeeeeeeeeeeennnns 20
DETTNIEION fuutttiiiiiiiiiiiieeiiiiiee e eee ettt ettt e ettt et e et ee ittt eeeeeie ettt eeeeeeeietbreeeeeeeeeteerereeees 20
CONSEQUETICE .iuueeeieiiieeeeieeteeeeeee ettt ittt et eeeeett e eeeeeeeeeieettteeeeeeeeeeenistseeeeeeeeeeiansseeeeeseeeeeeeeeseeseeeeeeeeees 20
Recherche d'une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice A d'ordre 2 soit diagonalisable........ 20
VI-Graphes probabilistes et matrices de tranSItiON. ........ceeuveeiieeeeiiiiiiiiiieieiieieeeiiieeeeeiiieeeeieeeeeeeeeeeeeeiiiieeeeee 21
V-1 - DEINTTIONS fuvtiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiiiiieee oottt ettt eeeeeeeeit et eeeeeeeeiiee et eeeeeeseiiiiei e eeeeeeeeeeeeeeeens 21
VI-1-1- Graphe probabiliSt.....cccuueeeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieieee ettt eeeieeeee e 21
VI-1-2 Matrice de tranSitiON. .uuuiiieeeeeeeiieiiiiiiiiiiiiieeieieeeeeiieieeeeeeeeiiiieeeeeeeeeeeiieeeeeeeeeeeeeeiieeeeeeeeeeeeeeeeeeees 22
V-2 PrODIIGEES & ooiiiiiieieiieiiiieeieeieeeeeee ettt e e ettt ettt e ettt eeetteeeeeeeeeeeeittteeeeeeeeeeinttrteeeeeeeeeeseeeeeeereeeees 22
V=21 - At PrODADIISIC 1. rreretetetetet ettt ettt ettt e sttt tetesesesesttseatesessasesasesssasatssssetasaseneasasaneseas 22
VI-2-2- Btat SEADIE .o 22
VI-2-2-1- D INItION. ceiiiiiiiiiiiiiiiiii ittt e eeeeeeet et ee e et ee e e et e e ee e e 22
VI-2-2-2- PTOPIIET. .ottt eeeeeeett e eee e et eeeieiteeeeeeeeeeeeenntereeeeseeeeeens 22

VII- Suite de matrices : Un+1 = AUN + Buiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieee ettt 23
VII-1- Conditions et MEthOAE. ...uviiiiiuriiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiieeeeeeeeeeiee ettt eeeeeeeeeeeennn 23
L8 AOMMEES. tuiiiiiiiiiiieiiiiiiiie ettt ettt ettt eee e et ee ittt eeeeteeie et eeeeeeiaitereeeeees 23

1€ HAIEEIMEIIE L ittt ettt ettt e et ettt e ettt ee et eeeeeeee e reeeeeeeeitrrrreereeeeas 23
AYA § N 10} I\ V(= ¢ =) 0 (o1 TR TP 23
VII-3 Un exemple oU (UN) NE CONVEIZE DAS..uvvveeiiiteriiiiiieiieiiiieeiieeeitiieeeieiieeeeeeeiieeeeeieeeeeieiteeeeeiiteeeeeeiseeeeenn 24

0- Présentation

L'étude des matrices (tableaux de nombres) fait partie d'une branche des mathématiques appelée " algebre
linéaire ".

Les calculs effectués avec les coordonnées de vecteurs dans un repére donnent un exemple de calculs
(élémentaires) avec des matrices.

Les matrices permettent de modéliser les réseaux

I- Matrices : définitions et écriture des matrices

I-1- définition
m et n étant deux entiers naturels non nuls, on appelle matrice de dimension (ou taille ou format) m Xn, un
tableau de nombres composé de m lignes et n colonnes.

Exemples :

(? (3) g) est une matrice de dimension 2X3.

(2 1 -5 3 4) est une matrice ligne (elle est formée d'une seule ligne.

(_51) est une matrice colonne (elle est formée d'une seule colonne)

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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-2 1 -1
0 2 —4] estune matrice carrée d'ordre 3
5 2 4

I-2- Ecriture d'une matrice
Soit une matrice M de dimension m Xn.

Les nombres a; (1<i<m et 1<j<n) composant cette matrice sont appelés les coefficients de la matrice.

Ils sont repérés en indexant par les numéros de ligne et de colonne dans cet ordre.

a,, a, ... a,
a, ay ... a,

n

M= o m lignes, n colonnes. On note M = (a,-j) | <i<m;l<j<n

al]'\

Coefficient a l'intersection de la i-iéme ligne et de la j-ieme colonne

a a a

ml m2 mn

Deux matrices sont égales si et seulement si elles sont de méme dimension et ont les mémes coefficients aux
mémes places.

I-3- Matrice carrée, diagonale ; matrice identité ; matrice nulle.

Une matrice carrée d'ordre n est formée de n lignes et n colonnes.

Les coefficients a@; forment la diagonale principale de la matrice carrée.

diagonale principale d'une matrice carrée

‘

La matrice identité d'ordre n, notée I, , est formée par des 1 sur la diagonale et des 0 ailleurs.

Ona:pourtouti, 4; =1et,pouri #j, @; =0

1 00
[2:((1) (1)),13: 01 0| ,L=
0 0 1

SO O =
S O~ O
S = O O
—_ o O O

La matrice nulle d'ordre n, notée 0, , a tous ses coefficients nuls.

On a : pour tout i et pour toutj, a@; =0

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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II- Opérations sur les matrices

ll-1- Addition de deux matrices
La somme de deux matrices 4 et B de méme dimension mXn de coefficients respectifs @; et b; estla
matrice C = 4 + B de méme dimension mXn et de coefficients ¢; = a; + b, avec 1 <i<metl <j<n.

Exemple:(l 2 —5)+(2 -1 3): 301 —2).

2 -3 3 -2 1 1 0 -2 4

lI-2- Multiplication d'une matrice par un réel
Soit un réel A et une matrice 4 de dimension mXn et de coefficients @; .

La matrice N4 est la matrice de dimension mXxn et de coefficients b; ou b; =\.@; avec 1 <i<metl <j <
n.

A et A4 ont la méme dimension.

Exemple :
12 =
oo lr2 =5 o, 5 10 =25 L (3 3 3
SonA—(2 3 3).B—SA—(10 15 15),C—3A 2 o
3
5 10 =25
D=24=5xC=+p=[3 3 3
3 3 10
3 -5 5

On peut ainsi définir la différence 4 — B par 4 + (—1)B.
Exemle'12_5—2_13=12_5+_21_3=_13_8

P12 -3 3 -2 1 1 2 -3 3 2 -1 -1 4 -4 2
La matrice —B = —1X B est appelée matrice opposée de B.

Commentaire sur la notion d'opposé :
Quand a été définie sur un ensemble contenant un élément nul une addition, 1'opposé de x est 1'é1ément x’ défini
par:x+x'=x"+x=0

La matrice opposée de B est la matrice B' qui ajoutée a B donne la matrice nulle.
Comme B + (-B) = (-B) + B = 0, le vocabulaire est cohérent.

11-3- Multiplication de deux matrices

Soit 4 la matrice ligne a n colonnes : 4 = (alj)1<j<n et B la matrice colonne a » lignes : B = (bil)lgign .

Le produit des deux matrices 4 et B, noté AX B ou AB, est le nombre réel défini par la somme :
j=n

AB = a, Xb, + apXby + ..+ a;Xby +. .+ a,xb, = 3 a xb,
j=1

Remarque : Voir produit scalaire de deux vecteurs.

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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4
Exemple : A=(1;-2;5)etB=| 1 |.LeproduitAB=1x4+(-2)X1+5X(-3)=-13
-3

Important : le nombre de colonnes de 4 est égale au nombre de lignes de B.

Soit 4 la matrice de dimension mXn : A = (aij>1<i<m,1<j<n
et B la matrice de dimension nXp : B = (bij)1<i<n, I<j<p -
Le produit des deux matrices 4 et B, noté AXB ou 4B, est la matrice de dimension mXp définie par :

AB = (C,)-)KK,,,,K i<p oule coefficient ¢; est le réel obtenu par le produit de la i-ieme ligne de 4 par la j-ieme
ligne de B comme défini au paragraphe précédent.

Important : le nombre de colonnes de 4 est égale au nombre de lignes de B.
Exemple et disposition en pratique :

On dispose les deux matrices a multiplier de fagon a avoir au croisement de la ligne n° i de 4 et de la colonne

n°j de B, le nombre ¢, .

21 -2 0
A:(; j _53) etB=10 5 1 —4
11 1 1
21 -2 0
05 1 -4
11 1 1
2XTH-1)XSH-3)X1 |
1 -1 5 71 2
2 -1 -3 1 -6 &8 1
, .7 1 2 9
Le produit AB est la matrice (1 6 -8 1)

I1-4- Propriétés des opérations : Addition matricielle et multiplication par un réel

L'addition de deux matrices de méme format est commutative :
A+B=B+A.

Cette propriété découle de la commutativité de l'addition dans IR.

L'addition de matrices de méme format est associative :
A, B, C étant des matrices de méme format, (4 +B)+C =4+ (B+C)=A4A+B+C.

Cette propriété découle de l'associativité de l'addition dans IR.

A réel, 4 et B matrices de méme dimension, A (4 + B)=NA + A B
Cette propriété découle de la distributivité de la multiplication sur l'addition dans IR.

(A, p) € IR? et 4 une matrice A+ WA =04+ pA.

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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(A, 1) € R? et 4 une Matrice .........ccceeeveenneenne , AMpd) = (Ap)A = Apd.

A quoi servent ces propriétés ?
Ces propriétés peuvent paraitre évidentes, mais ce sont ces propriétés qui justifient par exemple les méthodes
usuelles de résolution algébrique des équations.

Un petit exemple :

On cherche une matrice X (inconnue) vérifiant :

1 -1 0 2 1 -1
2l X -X
l ¥ (2 1 —2) 0 1 —3) X
On " développe " le membre de gauche (d'apres §11-4-3) et celui de droite.

2 —2 o) [6 3 =3
2X+(4 2 —4)_(0 3 —9)_X'

=3X

On ajoute X a chaque membre (pour garder 1'égalité)

2 =2 0 6 3 -3
+ +X= ~X+
2X (4 ) 4) X (O 3 9) X+ X

A gauche, d'aprés la commutativité et I'associativité de I'addition, on a : 2X + X + (Z _22 _0 4)

. 2 =2 0
' A 4-4 - + +
soit d'aprés le §11-4-4 : (2 + 1)X (4 ) _4)

Comme —X + X =0, 1'équation devient :
2 -2 0)_|[6 3 =3
X (4 2 —4) - (0 3 —9)
: X ' . 2 =2 0
On ajoute a chaque membre 'opposé de ( 4 2 4
_ |6 3 =3 2 =2 0
= (o 3 —9) - (4 2 —4)

On réduit le membre de droite :

) ,ce quimene a:

_ |4 5 =3
- 1
On multiplie les deux membres par 3
1 114 5 -3
3080=3 (—4 I —5)'

D'apres le §11-4-5-, on a donc :

-1
-5

3

|
w w
|_,; [+
W= Wl

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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lI-5- Propriété des opérations : multiplication de matrices carrées

A, B, C sont des matrices carrées d'ordre n.
A est un réel

A(BC)=(4B)C. Associativité de la multiplication.

N(AB) = (NA)B = A(\B).

AB+C)=AB+ AC.

Recherche :

Soit 4 une matrice non nulle carrée d'ordre 7 . On cherche s'il existe une matrice B telle que AB = B4 = A.

b

d) X (a b ) = (a b) ou les inconnues sont les réels a’, b’, ¢’, d".

B a
En prenant n = 2, on cherche (c ¢ d c d
aa'+ bc'=a
ab'+bb'=b aa'+bc'=a

On obtient les équations suivantes : , ,_ _ qui est équivalent aux deux systémes : , ,
ca'+cc'=c ca'+cc'=c

cb'+dd'=d
ab'+bd '=b
cb'+dd'=d "
[““ +be'=a ivaut a [““’ +bee'=ac b difference, il vient : (b — ac)e' =0,
ca'+cc'=c aca'+ acc'=ac
Une solution possible : ¢'=0, puis : a'=
ab'+bd '=b , . . |acb'+bcd '=bc . oo ,
[cb 'edd ' =d équivaut a [acb 't add = ad Par différence, il vient : (bc — ad)d' = bc — ad.

Une solution possible : d'= 1, puis : b'= 0.

Caleulons < |9 0] s[! O = [ax1+bX0 ax0+bx1) _ (a b
e a@) o 1) T lex1+ax0 exo+daxi) " \c 4
10
° (0 1)><

a b\ _ _|a b
c d c d
Propriété :

Soit 4 une matrice carrée d'ordre n et [, la matrice identité d'ordre n.

Ona:AXIl,=1,X4=A.

I1Xa+0Xc 1Xb+0Xd
OXa+ 1Xec OXb+1Xd

AB # BA.
Exercice :

Calculer le produit AB avec 4 = (} i) ot B = (—ll —11)

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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lll- Inverse d'une matrice carré, résolution de systémes linéaires

llI-1- Présentation de la recherche
Le paragraphe sera illustré avec un systéme linéaire de trois équations a trois inconnues (x ; y ; z), mais la
recherche est placée dans le cadre général.

Un rappel :

a
(a, b, c) # 0, ax + by + cz +d = 0 est une équation de plan dans l'espace de vecteur normal 7 | b

c
Soit n inconnues notées x; ,x, ..., X, .

a, x,+a,x,+..+a, x,=b,
\ o . P o + +...+ = \

Un systéme linéaire de n équations a n inconnues peut s'écrire An Xy Xy ¥ - Ty, X, b, ou les

a,xta,x,+..+a, x =b

nl n

coefficients a@; pour 1 <i<netl <j < nsontdes réels, ainsi que les nombres b, pour 1 <k < n.

En notant 4, X, B les matrices suivantes :

a, ceoag, X, b,
ay Ay ... Q,, X, b,

A= ’ ,X=1|" | etB=]"|[,lesysteme s'écrit : AX = B.
anl ann xn bn

Supposons qu'il existe une matrice 4’ telle que A'XA = I, (matrice identité d'ordre ), le systéme admet une et
une seule solution : 4"XB.

Exemples :
2x+3y—z=1 2 3 -1 X 1
1) soit le systtme {—x+ y+z=—1 A= |—-1 1 1 [, X=|y|etB= -1
3x—y+2z=2 3 -1 2 z 2

A 1a calculatrice, entrer la matrice 4, la matrice B et faire A" X B et vérifier que la matrice S obtenue est bien
solution du systéme.

16
23
_4

23
_3
23

S=

;. Lo 16 -4 =3\  32-12+3
Veérification : 2x 3 + 3x (23) - (23) = —— =1

23 23 23 B

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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3 00 (—_4) +2(i) _ A8+4-6 _,

23 |23 23 23
Géométriquement, que représente S ?

x+y—z=1 x+y—z=1
2) soit les systémes : (1) {2x+2y—2z=2 et(2) {2x+2y—2z=1.
—x+ y+z=1 x+ y+z=1

Ecrire les systémes (1) et (2) sous la forme AXX =B
que se passe-t-il lorsqu'on fait a la calculatrice 4 XB ?
Résoudre " a la main " les systémes (1) et (2) et les interpréter géométriquement.

lll-2- Matrice inverse d'une matrice carrée

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Définition
Une matrice carrée 4 d'ordre n est dite inversible (ou régulicre) lorsqu'il existe une matrice carrée A’ d'ordre n
telle que A44'= I, et A’A= I, ou I, estla matrice identité d'ordre n.

Propriétés ( la premiére est admise)
1) S'il existe une matrice A’ telle que 1'une des égalités 44'= I, ou A'A = I, est vraie alors l'autre est vraie.

(Il suffit donc d'une seule des égalités pour prouver qu'une matrice est inversible.)
2) unicité de I'inverse

Si une matrice 4 est inversible alors la matrice 4’ telle que A4'= I, est unique.
Preuve de I'unicité :

A est une matrice carrée d'ordre n.

I, est la matrice identité d'ordre n.

On suppose qu'il existe deux matrices B et B' d'ordre n telles que AB=BA=1,et AB'=B'A=1,
Calculons (B'A)B et B'(AB).

(B'A)YB=1,B=BettB(AB)=B'l,=B’

Or, d'aprés l'associativité de la multiplication des matrices : (B'A)B = B'(4B).
Conclusion : B= B’

Définition et notation.
Soit 4 est une matrice carrée d'ordre n inversible.

La matrice 4’ telle que 44’ = I, est appelée la matrice inverse de 4, et est notée A

La recherche

Soit4 = i Z une matrice carrée d'ordre 2.

On cherche les conditions d'existence et si elle existe comment déterminer une matrice carrée A’ ( ! x) telle
y z

que AA'= 1, (D).

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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at+by=1
ax+ bz=0
ct+ dy=0
cx+ dz=1

Montrer que (1) équivaut au systéme :

On a alors deux systémes (I'un d'inconnues ¢ et y, 'autre d'inconnues x et z).
at+ by =1 . ax+ bz=0
ct+ dy=0 cx+ dz=1

Rappels sur la résolution des systémes a deux inconnues :
Dans le plan muni d'un repére orthonormal, I'ensemble des points M( ; y) vérifiant une équation linéaire : mt +

. . - =  (m
py + g =0 est une droite de vecteur directeur u P (ou de vecteur normal 7
m p

L'intersection de deux droites est réduite a un et un seul point (droites sécantes) si et seulement si leurs vecteurs

. — — P — — P = m, = m,
directeurs U, et U, ou leurs vecteurs normaux 7, et n, ne sont pas

p
1 2 1 2

colinéaires.

Cette condition (non colinéarité) est vérifiée lorsque les coordonnées ne sont pas proportionnelles, soit :
myp,=p,m, #0.

Le nombre m, p,—p,;m, est appelé le déterminant des deux vecteurs.

Conclusion :
at+ by =1 [ax+ bz=0

¢ __ . ontune et une seule solution si et seulement si le nombre
ct+ dy=0 cx+ dz=1

Les systemes [

ds = ad — bc est différent de 0.
Résolution des systémes :

On multiplie la ligne 1 par d et la ligne 2 par b, et on fait la différence des deux lignes.

at+ by=1 . ax+ bz=0 sont équivalents & at+ by=0 et ax+ bz=0
ct+dy=0 < |ex+ dz=1 quiv adt+ bdy —bct—bdy=d ° |adx+ bdz—bcx —bdz=—b
. 1 1 1 1
Cequldonne:tzd—ad;yzd—ét(—c) xzd—ét(—b)etzzd—éta.

Propriété :

a b

Une matrice carrée 4 = (c d) d'ordre 2 est inversible si et seulement si son déterminant ad — bc est différent

1 _
de 0, et la matrice inverse est : 4™ = —— d b
dél —C a

lll-3- résolution d'un systeme linéaire
A étant une matrice carrée d'ordre n inversible.

Le systéme linéaire dont 1'écriture matricielle est AX = B a une et une seule solution S = A™'B.

IV- Graphes et matrices

IV-1- Définitions :
Un graphe (non orienté) a n sommets est une suite finie de points distincts (M;, My, ..., M,), appelés sommets,

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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et d’arétes, dont les extrémités sont des sommets.
9

Une chaine de longueur p = 2 reliant M; a M; est une suite de p + 1 sommets (S;, S, ... S, Sp1) telle que Si=
Mi, Sy = M, et que, pour tout entier k£ compris entre 1 et p, il existe une aréte reliant Sy a S

Un graphe est dit connexe quand, deux points quelconques étant donnés,il existe une chaine qui les relie.

IV-2- Nombre de trajets
Dans la ville Touristeville, la société¢ Touristour propose des circuits pour visiter les sept sites importants :
l'abbatiale (A4), la cathédrale (C), les jardins (J), le musée (M), le palais (P), les ruines antiques (R), la tour (7).

Le réseau routier est symbolisé par le graphe suivant. Les lieux sont les sommets du graphe et les routes sont les
arétes du graphe. (Il n'y a aucun sens unique).

Une chaine de longueur £ reliant deux sommets du graphe est un parcours entre deux monuments utilisant &
arétes (répétées ou non).

F R

On associe a ce graphe une matrice carrée d'ordre 7 dont les coefficients indiquent le nombre d'arétes reliant
deux sommets.

dépzr?eeACJMPRT 0111000
A 1 01 01 0O
01 110 0O 1 101 010
C 1010100 o |t oo 1
J 1 101 01 0 01 01 010
M 1 01 01 11 001 1 1 01
P 01 01 01 O 00 01 01 0
R 001 1 1 01
T 0001 010

La matrice M? représente le nombre de chaines de longueur 2.

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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Combien peut-on trouver de parcours de longueur 3 allantde Ta P ?

Comment peut-on représenter les circuits par une matrice si les liaisons M vers P et T vers M sont a sens
unique ?

Nouvelle matrice en cas de sens unique :

dépzrf(l*eeACJMPRT
A 01 11000
C 1 010100
J 1101010
M 1010110
p 0100010
R 0011101
. 0001010

IV- 3- Promenade aléatoire sur un triangle équilatéral
Une fourmi se déplace sur les cotés d'un triangle équilatéral ABC. A chaque sommet, elle va vers I'un des deux
autres sommets avec la méme probabilité. On suppose que la fourmi part de 4 et qu'elle met trois secondes pour
un trajet entre deux sommets.

Quelle est la probabilité au millieme pres de revenir en A au bout de 30 secondes ?
Cette situation peut se représenter par un arbre, par un graphe ou par une matrice.

Arbre (parcours avec trois trajets)

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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1/2

1/2
1/2

B /
/ \ 1/2 A
~_ 12—

1/2 c—__
1/2
\ B
B
—
1/2
1/2 - A= /
1/2
\ 1/2 T
c <

1/2 A
\ —_— 1/2/

1/2

Graphe probabiliste :

Les points 4, B et C sont les sommets du graphe et les cotés parcourus dans un sens ou dans l'autre sont les
arétes du graphe. Les probabilités sont inscrites sur 'aréte.

C

Matrice de transition :

Les coefficients de la matrice sont les probabilités inscrites précédemment :

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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depart /V Arrivée 4 B C . 1
y o 11 Lo
L
R 22!

c 2 2 °

En numérotant les sommets 4, B et C respectivement 1, 2 et 3, un coefficient @; de la matrice M pour
I <i<3etl <j<3représente la probabilité¢ d'aller du sommet n°i au sommet n°j.

Soit b; les coefficients de la matrice M>.

bi,- = a;;Xa,; + a;;Xa,; + a;;Xa;; probabilité d'aller du sommet n°i au sommet n°j en deux trajets.
(Voir probabilité totale -

P(i aj en deux trajets) =P(ia 1)x P, (1aj)+ PGa2)x P, (2aj)+ Pia3)x P;(3aj))

Par récurrence, on montre que les coefficients de la matrice M " sont les probabilités d'aller d'un sommet n°i a
un sommet n°j en n trajets.

0,333 0,33 0,333
Calcul de A" : La calculatrice donne [0,333 0,33 0,333
0,333 0,33 0,333

La probabilité de revenir en 4 en 30 secondes est d'environ 0,333

IV-4- Saut de puce : matrice de transition d'une marche aléatoire
Une puce se déplace de fagon aléatoire sur les quatre sommets d'un carré. A partir d'un sommet, elle peut sauter
sur un des trois autres sommets suivant les probabilités suivantes : la puce saute sur place avec une probabilité
¢gale a p, si le sommet est le sommet opposé, la probabilité est 2p, si le sommet est un des sommets
consécutifs, la probabilité est 3p.

Elle part de 4. Quelle est la probabilité a 102 prés de revenir en 4 au bout de 15 sauts ?

On peut représenter cette situation par un arbre de probabilité, par un graphe, ou par une matrice.
1
Ona:p+2X3p+2p=1,dou,p= 9

Arbre (deux sauts)

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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19/
— 1/3
?2/9

\

1/3\ )

A

1/9 /

1/3
/
3\1/3
—

2/9

1/3 \

2/9\ 2/9/ B
c ; pB—
—_— 0
\
\ C

1/3

1/3 \

1/9

La probabilité P(4,) d'étre en 4 apres deux sauts est :

11 11 2.2 11 1+9+4+9 23
= —X= 4 =X=— + X2 4 X= = —Z_ 1 7 - ==

PA2)= gXg + 393+ 9%9 T 373 81 81

Complément :

Probabilité d'étre en B apres deux sauts :

11 1.1 2.1 1.2 6
X 4 oX— 4+ EXo 4 oxE = 2o
P(B)=5%3 + 3759 * 973 * 379 = 37

Probabilité d'étre en C apres deux sauts :

1.2 1.1 2.1 1.1 22
= —X= 4+ =X= + =X= + =X= = —
P(G) 979 373 979 373 8l

Probabilité d'étre en D apres deux sauts :

Nel il )

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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11 1.2 2.1 1.1 6 2

= —Xo 4 X2 4 EXs 4 X = > = £
PD)= X3 + 3% 1 9%X3 7 3%9 =377 9
Onabion: 23 4 2, 22 2 23+18+22418 81 _
nablen-er T 9 T8 T 9~ 81 T

Graphe probabiliste :

Matrice de transition :

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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arrivée

, I A B C D
départ 1121
o 9 3 9 3
A 5 3 5 3 111 2
3 3
111 2 =122 370
B 5555 lel
O 9 3 9 3
C 9379 3 12 11
1211 39 3 9

D 3 9 3 9

La matrice M? donne la probabilité d'étre en un des sommets apres deux sauts a partir d'un des sommets

23 2 2 2
81 9 &1 9
2 23 2 2
) . 19 81 9 81
A la calculatrice : M? = 2 2 B 2
81 9 81 9
2 2 2 23
9 81 9 81
Apres deux sauts
arrivée
départ /' A B C D
A 23 2 22 2
81 9 81 9
2 23 2 2
B 9 81 9 81
2 2 23 2
C 81 9 81 9
2 2 22
D 9 81 9 81

Apreés 15 sauts, en calculant A" :

-
o

La probabilité a 1072 pres est 0,25 de se retrouver en A pour la puce.

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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V- Puissances d'une matrice

Comme nous venons de voir dans le paragraphe précédent, certaines situations nous aménent a calculer des
puissances de matrices.

Pour calculer les puissances, certaines formes de matrices (matrice diagonale, matrice triangulaire, ...)
permettent des calculs plus avantageux ;

V-1- Matrices diagonales
Une matrice diagonale D est une matrice carrée dont tous les coefficients en dehors de la diagonale principale
sont nuls.

2 0 00
_ 10 =1 0 O L \
Exemple : D = 0 0 0 0 est une matrice diagonale d'ordre 4.
0 0 0 3

Pour tout n € IN", la matrice D" s'obtient en élevant les éléments de la diagonale a la puissance 7.

2" 0 0 0
. 0 (=1 0 0

E le : =
xempie: DE=g g 0 0
0 0 0 3

Preuve : (par récurrence)

a, .. 0

0 a, ... O
D:

0 a

k

Un élément d; de D? est de la forme ay Xa,; avec a; =0et a; =0 lorsque i # ketj # k.
k=1

1z 11z 2
Les éléments non nuls sont les éléments d,; = a,;Xa; = a; .
k
ay
k
0 a,

Soit un entier k tel que D* = ' )

nn

I=n

les éléments p; de D**' = D" XD sont de la forme Z aikl><alj avec a@; =0et a; =01lorsquei # letj # [.
1=1

k+1
il

r1r r1r k
Les ¢éléments non nuls sont les éléments p; = a;Xa,; = a

V-2- Matrices triangulaires
Une matrice triangulaire supérieure 7 (resp. inférieure) est une matrice carrée dont tous les termes en-dessous

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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(resp. au-dessus) de la diagonale sont nulles.

Elle est dite strictement triangulaire lorsque les termes de la diagonale sont nulles.

1 2 -1 3
10 0 2 - . . . . .
Exemples : T} = 00 1 -3 est une matrice triangulaire supérieure d'ordre 4
00 0 2
01 =21
_10 0 -1 3 . . . . L .
T, = 00 0 3 est une matrice triangulaire strictement supérieure d'ordre 4.
0 0 0 O

La puissance n-iéme d'une matrice triangulaire est une matrice triangulaire.

Si T est une matrice strictement triangulaire d'ordre # alors toutes ses puissances a partir de » sont nulles.

01 -2 1
. 00 -1 3
Exemple : 7> 00 0 3|
00 0 O
T; =
0X0+ 1X0—2X0+ 1X0 OXI+1X0—2X0+1X0 0X(=2)+1X(=1)=2X0+1X0 O0XI1+1X3—2X3+1x0
0X0+0X0—1X0+3X0 0X1+0X0—1X0+3X0 0X(=2)+0X(=1)=1X0+3X0 0x1+0x3—1X3+3x0| _
0X0+0X0+0X0+3X0 0X1+0X0+0X0+3X0 0X(—=2)+0X(—1)+0x0+3X0 0xI1+0x3+0x3+3%0
0X0+0X0+ 0X0+0X0 0X1+0X0+0X0+0X0 0X(—2)+0xX(—1)+0x0+0x0 0X1+0X3+0X3+0X0
0 0 -1 -3
0 0 0 -3
00 0 O
0 0 0 O
0 0 0 -3 0 000
3 000 O 4 0000
_ = =0
B=lo00 o200 0 of ™
0 00 O 0 000

V-3- Les matrices « creuses » ; calculs par blocs
D’une fagon générale, les matrices « creuses», celles dont beaucoup de coefficients sont nuls, sont recherchées,
car cette particularité permet de gagner du temps de calcul machine. Ce gain de temps est aussi di a la
possibilité de réaliser des produits de matrices « par blocs ».

2 7 8 —4 | 8 3

o, g |10 =5 0 _10 =2 =5 0
Considérons les matrices : 4 0 4 etB 0 4
-1 7 1 -5

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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Les blocs de couleur font apparaitre des matrices :

2.7 8§ —4 0 4 39
11 (11 0), 12 (_5 0 ), 21 (_1 7), 2 (2 —8)

1 7 &8 3 0 4 2 11
etBllz(O _2),Blzz(_5 0),lez(1 _5),B22=(7 2)

g = 4, A
Ay Ay
B= B, B,
By By

Les produits envisagés ayant tous un sens (il y a compatibilité entre les tailles des matrices a multiplier a
chaque étape), on souhaite écrire que :

All AIZ
A21 AZZ

Bll BIZ
B21 B22

A11X311+ AlZXBZI AIIXBIZ+ A12><322
A21><BII+A22><B2] A21><312+ A22><BZZ

AB =

Et, constatant que les sommes de produits de matrices sont elles aussi réalisables :

-2 52 31 86
11 57 78 =22
9 —41 49 51
-9 27 -95 3

AB =

Applications :

En écrivant une matrice comme somme d'une matrice diagonale et d'une matrice triangulaire, il est possible
d'avoir un gain de calculs ...

Exemple sans intérét particulier si ce n'est de réfléchir aux calculs non commutatifs.

1 0 -1 2 1 0 0 O 0 0 -1 2
02 1 -1 0 2 0o 1 -1
= = + = =
M=1g 0 o | PFTaveeD=|4 45 5 o/ T g 0 0 1
0 0 O 2 0 0 0 2 0 0 0 O
M=D+TD+T)=D>*+DT+TD+ T* (Attention : DT # TD)
1 0 0 O 00 -1 2 0 0 -2 4 0 0 0 —1
0 4 00 00 2 =2 o0 2 =2 0 0 0 1
2 — — = =
b 0 0 40 » DT 0 0 O 2 > D 00 0 2 T 0 0 0 O
0 0 0 4 0 0 O 0 00 O 0 0 00 O
1 0 -3 5
o 4 4 -3
M=10 0 4 4
0 0 O 4
M =D+T2*D+T)=(D*+DT+TD+ T?(D+T)=D+D*T+DTD + DT*>+ TD*>+ TDT + T?D + T*

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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1 0 00 0 0 —1 2 0 0 -2 4 00 0 —1
s_10 8 0 0| ur_ [0 0O 4 -4 _|10 0 4 -4 _|0 00 2
D 0080’DT000 4’DTD0004’DP0000
0 0 0 8 00 0 0 00 0 0 00 0 0
0 0 —4 8 00 0 —2 00 0 -2
0 0 4 —4 00 0 2 00 0 2
2 — — 2 =0
™ 0004’TDT0000’TD0000’T34
00 0 0 000 0 000 0
1 0 =7 9
s_ |0 8 12 —6
M 00 8 12
00 0 8

V-4- Diaionalisation éventuelle d’une matrice carrée d’ordre 2

On dit qu’une matrice carrée 4 est diagonalisable s’il existe une matrice carrée P inversible et une matrice
diagonale D telles que : 4 = PXDXP"!

A* = (PXDXP ") (PXDXP")=PXD*XP"
et par récurrence : A" = PXD"XP

Comme D est une matrice diagonale, la puissance n-ieme de D s'obtient en élevant les éléments de la diagonale
a la puissance n. (ce qui facilite considérablement les calculs).

Recherche d'une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice A d'ordre 2 soit

diagonalisable.
_la b _|a 0
e de-f )

P étant inversible, on sait ad — bc # 0.

a, a
Onnote: A= | ' 71

ay Adp

L’égalité 4 =PXDXP"' est équivalente a I’égalité 4 X P = PXD qui donne:
_ |ao DB
co dp

aa  bp v a b
(coc dﬁ) peut s'écrire sous laforme(x(c) +[3(d)

a,Xa+ a,Xc a, Xb+a,Xd
a,Xa+ a,Xc a, Xb+ a,Xd

d

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires puisque le déterminant ad — bc # 0.
Leurs coordonnées ne sont pas proportionnelles.
a, Xa+ a,Xc a, Xb+a,xd
11 12 et A W — 11 12 )
a, Xa+ a,Xc a, Xb+a,,Xd

Considérons les deux vecteurs (matrices colonnes) V' (Z) et W (b) .

-

. N B o LAV =aV
Finalement : I’égalité A4 X P = PXD est équivalente a [ AW=pW

En conclusion, on peut énoncer la condition nécessaire et suffisante suivante :

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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Une matrice carrée 4 d’ordre 2 (a coefficients réels) est diagonalisable si et seulement s’il existe deux réels a et
[ et deux matrices colonnes a coefficients réels non proportionnelles Vet W telles que AV =alV et AW = BIW.

Les réels a et B(s’ils existent) s’appellent les valeurs propres de la matrice A.

Remarque :

Petit exercice de calcul :

Diagonaliser la matrice M = (2 :i)

On cherche o (et en méme temps P car les systémes menent aux mémes équations du second degré)

(5—a)a—3c=0

Sa—3c=0a T .
Ona: [ 6a+ (—4—a)e=0 (Ce quirevienta M — o/, =0)

6a—4c=oc equivaut a [
En multipliant la premiére ligne par 6 et la seconde par (5 — ) et en faisant la différence, on obtient :

[ 6(5—a)a—18¢=0

6(5—a)+ (—4—a)(5-a)e=0" puis : & —x—2 =0 (Ce qui revient au déterminant de M — /> )

La résolution de cette équation donne deux valeurs propres x =—1 et = 2.

On adonc : 6a—3¢c=0. Prenonsa=1etc=2

|5b-3d=pb A B B B
Pourbetd,ona: [6b—4d=[5d avecp=2,1l vient: 3b-3d=0 Prenonsb=1letd=1
p=(' Y p=(71 0 On peut vérifier : PDP~' = M

2 1)’ 0 2 P ' '

Les matrices carrées d’ordre 2 ne sont pas toutes diagonalisables.
_ (0 1} . .
J= 1 o/ ™ est pas diagonalisable.

L'équation du second degré est : dét(J — o, ) =0, soit : &® + 1 =0 qui n'a aucune solution réelle.

K= (:i ;) n'est pas diagonalisable.

L'équation du second degré est dét(K— o/, ) =0, soit : (-2 — x)((2 — x) +4 =0, d'ou, * = 0.
(Si =B =0 alors K = 0 (contradiction))

VI-Graphes probabilistes et matrices de transition
VI-1- Définitions :

Un graphe probabiliste est une graphe orienté pondéré tel que la somme des poids des arétes issues de chaque
sommet vaut 1

Voir exemples au §1V/

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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MATRICES

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

La matrice associé¢ a ce graphe est la matrice de transition.

Le coefficient @;; est égal a la probabilité d'arriver au sommet j sachant qu'on part de i.
Tous les coefficients sont compris entre 0 et 1.

la somme des coefficients d'une ligne vaut 1.

(Poids de l'aréte i — j) (Si l'aréte (i — j) n'existe pas, @;; =0).

Voir exemples au §1V/

VI-2- ProEriétés :

Soit M la matrice de transition d'un graphe probabiliste.
P, est la matrice ligne décrivant 1'état probabiliste a I'étape n.
P, est la matrice ligne décrivant I'état initial.

Onaalors P, = Py x M"

La démonstration se fait par récurrence (voir les exercices et activités)

VI-2-2-1- Définition
L'état stable est une matrice P a coefficients positifs dont la somme vaut 1 et vérifiant P=PXM.

VI-2-2-2- Propriété.
Soit une matrice de transition M d'ordre 2 telle qu'aucun de ses coefficients n'est nul.

M=(1;p 1fq) avec (p3q) # (0:0)et (pig) # (1 1)

q p
p+tq ptq

2) Quel que soit 1'état initial P, la suite (P,) converge vers P.

1) Il existe un état stable et un seul P = (

).

Voir exercices et activités :
Ne pas oublier qu'on est amené a résoudre 1'équation matricielle XXM =X
Enposant X =(x y),ona: (1l —p)x+gy=xetpx+(1—q)y=yquisontdeux équations équivalentes.

Elles se raménent a px — gy = 0.

On a donc : [p i _:3)1 :10 qui équivaut a I'équation matricielle XXA =B avec A = ( p }) etB=(0 1)

D'aprés les hypothéses, le dét(A) = p + ¢ est non nul et la solution unique P=Bx A~

_ 1 1 -1 1 1 -1 1 q p
Al = etP= 01 = = —).
ptq (‘] p ) p*q ( ) (f] p ) p+q @ p=( ptq ptq )

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

VII-1- Conditions et méthode

U,.; =AU, + B ou (U,) est une suite de matrices colonnes (format : p x1), A est une matrice carrée (format
pXp) et B une matrice colonne (format : p X1).

X, a; dp a, b,
. a a .. a
U, = | Yu| (p lignes), A= 7= 2p B=|b
z b
n a, a, a,, p
X0

Up= [Yo| estdonnée etla matrice I, — A est inversible.

On traduit ainsi, en écriture matricielle, un systéme ou apparaissent p suites ... (voir les exercices traités

* Soit C l'unique solution de I'équation C = AC + B

L'existence et l'unicité de C est assurée car I, — A est inversible.

C=AC+Be(l, -AC=B<C=(1, -A)'B.

** Onpose X, = U, —C.

On montre alors que, pour tout €N, X,.; =A X, puis, X, =A" X,.

Preuve :

X = U, -C=AU,+B-C Or, U, =X, +C, d'ou, X, =A(X,,+C)+B—C

En développant, et, en se rappelant que C vérifie 1'égalité C = AC + B,

ona: X,,; =A(X,+C)-B-C=A X, +AC+B-C=A X, puisque AC+B-C= 0, (matrice nulle)

Par récurrence, il vient de fagon évidente : X, = A" X .
*** Finalement :

Comme U, = X, +Cet X, =A" X,,

U, =A" X, +Cavec X, = U, —C.

Remarques :
1) Si (U,) est une suite de matrices lignes de format 1Xp, la démarche est identique avec U,,, = U, A+ B
C=CA+Bet U, = X,A"+C.
2) Pour I'étude de A" voir les § précédents et les activités.

VII-2- Convergence
La suite (U,) de format pX1 converge vers une matrice L de format pX1 signifie que les suites formées par
chaque coefficient de (U,) convergent vers les coefficients de méme rang de la matrice L.

Exemple :
1 n
3X 5
U, ={5-(02)

ln(—n )
n+l

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

1 n
Comme 0 < ) <1let0<0,2<1, les suites géométriques (%) et (0,2)" convergent vers 0.

1
Comme —— = 1 tend vers 1 en +oo et que la fonctin In est continue en 1, ona : lim In U In(1)=0
n+l1 1 +g v N+

La suite (U,) converge vers L =

S b O

VII-3 Un exemple ou (U,) ne converge pas.
Ondonne U,,;, =A U, +Betl- A n'est pas inversible.

1 1 0 3
U, = U, =AU, +BouA= =
0 (_4), a1 =AU, +BouA (0 2) et B (5)

Calculs des premiers termes

oo S G- () B -]
oy 5] 8- 6)- () B - ()

Etude de I - A

[-A= (8 _01) . Comme le déterminant de I — A est : dét(I — A) = 0X(-1) — 0X0 = 0, la matrice (I — A) n'est
pas inversible.

Conséquence, 1'équation X = AX + B n'a pas de solution.

[« o) _[1 0 (a 3 . | a=o0+3
Posons X = ([3) , on veut : (B) = (O 2) (B) + (5) , ce qui donne : [[322[3"'5
Comme 0 = 3 est faux, il n'y a pas de solution.

Extraction des deux suites formées par les coefficients de (U,).

X

n

Yl

' ) X I 0} (x 3 x,*3
"z - U = U + n+l ] "+ = !
Delegahte . n+l A n B’ on tire (yn+l) (O 2) (yn) (5) (2yn+5)

La suite (x,,) définie par: x,,; = X, +3 et X, =1 est une suite arithmétique de raison 3, on a donc :
X, =1+3n

La suite (y,,) définie par: »,.; =2 y, + 5 estune suite arithmético-géométrique ...

Recherche de la solution de 1'équation : y =2y + 5, on trouve y =-5.

Onpose w, =y, -(-5)=», +5

la suite (w,) est une suite géométrique :

Wyt = Vo ¥5=2Y, +5+5:2( Y +5):2 W,

d'ou (w,) est la suite géométrique de premier terme wy = -4 + 5 =1 et de raison 2, d'ou, w, = 1 X2"=2"
et V, =w,—5=2"-5

1+3 n)

Posons U, =

La suite (U,) ne converge pas.

Finalement: U, = | |
2"=5

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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