Amérique du Nord juin 2004

Exercice 1 Amérique du Nord 2004

Affirmation Vrai ou Faux
(A1) G, est le milieu du segment [CI] Vraie
2
(A2) G, est barycentre de {(J2);{C; g)} Vraie
(A3) Pour tout point M, V ,,=AB+2AC Fausse
1 —_— —_—
(A4) Pour tout réel m, différent de 3> AG,, estcolinéairea AG_, Vraie
(A5) IBG % est un triangle rectangle Vraie
(A6) Pour tout point P de (AG_,) , il existe un réel m tel que P=G,, Fausse

(A1) Par associativité, on a: G,=bar|(4;1);(B;1);(C,2)| =bar [(12)(C2)]
(A2) G,=bar|(4;1);(B;1);(C,2)|
d'ot, G,=bar|(A:1);(B;1);(C;1):(C;1)] =bar {(J;3);(C;1)|

2
On ne change pas le barycentre en multipliant les coefficients par 3
(A3) V,,=3MA—MB—2MC = 3MA—(MA+AB)-2(MA+AC) = —(AB+2A4C)

1
(A4) Pour tout m réel distinct de 3 et pour tout point M du plan, on a:
(1+m+2m) MG, =MA+m MB+2m MC (1)
Si M=A4 ,ona: (1+m+2m)AG,=m AB+2m AC=m(AB+2AC)

Si m=—1 ,ona: (—2)4G_=—AB—-2AC=—(AB+2 AC)

Finalement: (14+3m)AG,=2m AG_, (2)

(A5) En faisant M =B et m=_71 dans la relation (1) de (A4), on obtient: (%)BG’I =BA-BC=CA4
2
Les droites (BG;l) et (AC) sont donc paralléles et comme (AC)L(AB) »ON obtient: (BG_,)L(A4B)
2 2
Comme 1€(4B) > le triangle IBG_ 1 est rectangle en B.
2

(A6) Soit P un point de (4G _,) .1l existe un réel k tel que AP=k AG

—1 2m
L : . k=
D'apres la relation (2) de (A4), on cherche m distinct de 3 tel que +3m

Onen tire: k(14+3m)=2m , puis, m(2—3k)=k

2
Si k= 3 il n'y a pas de solution.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Amérique du Nord juin 2004

Il existe un point P de (AG_|) qui n'est pas un des points G, de I'énoncé: le point P défini par

Zf’=§AG_1

Exercice 3 Amérique du Nord juin 2004
1) a) Loi de probabilité¢ de X
X peut prendre les valeurs: 8 ; 5;0et —a

2
Dans I'hypothése d'équiprobabilité, on a: P( X=8)=%=E car, il y a deux cases rouges sur 30 cases.
4 2
P(X=5)=%=E car, il y a quatre cases vertes sur 30 cases.
px=0="=3-1 i ilyas i 30
=0)=5,=15 7 can il y asix cases jaunes sur 30 cases.
18 9
P(X=—a)=£= G =§ car, il y a dix-huit cases blanches sur 30 cases.
1 2 3 9 18-9a 6-3a
E(X)=8X—4+5X—4+0X——aX—= = E(X)=0 =2
b) E(X)=8X gt SX g+ 0X g —ax 5= 5 (X)=0 lorsque
3 1
2) a) Un joueur est gagnant lorsque (X=8) ou (X=5) . p=P(X=8)+P(X=5)=E=§

b) Les parties étant indépendantes, la variable aléatoire ¥ donnant le nombre de parties gagnantes suit la loi

1
binomiale B|5;—

5
s\(1\*(4)’ 64 128 128 1Y 1
P(r=2)="]|[2] 2] =10x22=222=228 P(Y=5)=[=| =——
2\5) 153 5 st 625 5] ~3125

1
¢) Le nombre moyen de parties gagnantes est E(Y)=5 ><§=1

Exercice 4 Amérique du Nord juin 2004
PARTIE A

x" .
n!
1) g et i sont deux fonctions définies et dérivables sur R telles que, pour tout x réel, g(x)=h(x)e "

a) Démonstration de I'équivalence: (i) g est solution de(E,)

—X

n entier naturel strictement positif: (E,): y'+y=

(ii) pour tout x réel, h’(x)=;—n/
(i)=(ii) Puisque g est solution de (£,) , on a: pour tout x réel, g’(x)+g(x)=;—je_x
Or, g'(x)=h'(x)e "—h(x)e™ . On a alors: h’(x)e_x—h(x)e_x+h(x)e_x=;—je_x . Comme e *#0 , on
obtient: h'(x)=;cj
(ii)=(i)  pour tout x réel, h'(x)=;—j ,d'ou, comme g'(x)=h'(x)e "—h(x)e " ,ona:

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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g'(x)= x/ e *—g(x) . g est bien solution de (£,)

n!

L,
b) Une primitive de x>x" est X "'+C avec CeR
1 1 n+1 1 n+1 1 n+1

: h(x)=—X +C= +C . h(0)=0 , h(x)=
Onadonc: /(x) n! nJrl)C (n+l)./x Comme /(0) , hix) (n+1).’x

— 1 n+l —x
et g(x)—(n_H)/x

2) ¢ estune fonction dérivable sur R
a) Démonstration de 1'équivalence: (i) ¢ est solution de(E,)
(i) ¢—g estsolutionde (F): y'+y=0

(i)=(ii) Puisque ¢ et g est solution de (E,) , on a: pour tout x réel, (l)’(x)+<l>(x)=x—/e_x et
n

g'(x)+g(x)=%efx . Par différence, il vient: ¢'(x)—g'(x)+¢p(x)—g(x)=0 .
Comme (p—g)'=¢p’'—g’' ,onabien: ¢—g solution de (F)

(ii)=(i) On a: Pour tout x réel, (p'—g')(x)+(p—g)(x)=0 ,don, ¢'(x)—g'(x)+¢(x)—g(x)=0

n n

Comme g'(x)+g(x)= S on en  déduit: ¢'(x)+¢p(x)=

X efx
n! ’ n!

et par  conséquent
¢ est solution de(E )
b) Les solutions de (F') sont les fonctions x—>Ke * ou KE€R
1 e
(n+1)!
d) La solution de (E,) vérifiant f(0)=0 est obtenue lorsque Ke’=0, d'ou, K=0 . f=g
PARTIE B
1) fo(x)=eix’ f1(x)=xe7x
a) f'(x)=1-¢ +x(—e") ,dou, f'1+/ 1=/,
b) n entier strictement positif, Soit P(n) la propriété: f, la solution de y'+y=f,_, vérifiant f,(0)=0 est

n

fo(x)=e

!

¢) D'aprés 2a) et 1b), la solution générale de (E,) est: p:x—>Ke "+

1
Initialisation n=1, f'+ =1, et fl(x)=%e_x montré au B-1a) et f,(0)=0 P(1) vérifiée

n

T e (et f,(0)=0)

n!

Hérédité: (Hypothése de récurrence). Soit un entier n=>1 tel que [, (x)=

. ’ . 1 n —X
D'aprés la partie A, la solutionde y'+y=/, quis'annule en0est g(x)= (n+1)/x Ter=f, (x)
Conclusion: D'aprés 'axiome de récurrence, pour tout entier n=1 | f n(x)=x—/e_x
n!

2) 1,=[ f,(x)dx

l _ n . n
a) 0<x<1=-1<-x<0=-<e "<l .Comme >0 ,onendéduit: 0<f,(x)<
€ n! n!

n

d'apres la positivité de l'intégrale et une primitive de x+—>— est x—
(n+1)! P P £ P n! (n+1)!

puis, 0</,<

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Comme m converge vers 0, le théoréme des gendarmes permet de conclure que la suite (,) converge
vers 0.
b) k est un entier naturel non nul. D' apres 1b), fi—fia= f x
Par linéarité de l'intégrale: Ik—[,H:f (fi(x)=fi(x)d x=f (—f’k(x))dx=—fk(1)+fk(0)=—% e
0 0 :

Autre méthode:
k—1

1
Une Lp.pde /; avec u(x)= ;{C— et v'(x)=e " donne /,= %X(—ex)] 0—_!; ((kx_il)fx(—ex))dx
-1
1 k=—%—0+1 +—1 ce qui prouve le résultat demandé.
1
_ -1
[ . =|— x = —+1
o) I, [ € ]0 o
|
I=ly==17e :
L—l=—t¢
ona: {2 "' 2y En faisant la somme membre-a-membre, on obtient:
__ 1
I,—1, .= o €
1”—10=—L671—Lefl—...—ie =

1!/ 2! n!

»‘0 *|(D

Comme Io=l—ef1 etque 0!=1,ona: /,= z
0

n

d) Comme la suite (/,) converge vers 0, Z converge vers 1.

k!
i . -1

En multipliant par e, on obtient: Z T converge vers €
O .

Remarque a propos du c):

Il y a deux méthodes a remarquer (et retenir) que vous avez découvertes lors de I'é¢tude de suite arithmétique et
de suite géométrique.

Pour suite arithmétique: u,=u,_,+7r ouencore u,—U, =r

Comme u,=(u,—u, )+(u, ,—u, ,)+...+(u,—uy)+u, alors u,=nr+u,

u
Pour une suite géométrique: u,=u,_;Xq ou encore u—n=q (Tous les u,#0 )
n—1
un u(n ])
Comme u,= X X... X Xuo alors u,=q"Xu,
n—1 Z’ln 2 MO

la disposition en colonne (voir c) est trés commode

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
4/4 D:\docs_lycée 07_08\Ts\Annales_corrige\Am N_juin_2004.odt 13/05/09




