Terminale S Mathématiques lundi 28 mars 2011

BAC BLANC Mathématiques Série S

Durée de I’épreuve : 4 heures Coefticient 7
Le sujet comporte 4 pages
Le candidat doit traiter les quatre exercices. L’utilisation d’une calculatrice est autorisée
La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies

EXERCICE 1 5 points Candidats n’ayant pas suivi ’enseignement de spécialité
(Antilles-Guyanne septembre 2009)

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O; u,V) d’unité graphique I cm.

Faire une figure que [’on complétera au fur et a mesure des questions.

1. Placer les points A, B et C d’affixes respectives z,=— 11+41 | z,=—3-41 ¢t z,=5+41.

zZ,—Zz

2. Calculer le module et un argument du quotient 2 et en déduire la nature du triangle ABC.
Zc~ZB
Une méthode :

z,~zp —11+4i—(=3-4i) —8+8i i(8i+8)
Ze—Zp 5+4i—(—3—41) 8+8i 8+81

=1 Remarquer: —8 = 8i*

T
i est le nombre complexe de module 1 et d'argument 5 +2km; k€ Z

Z4 % iz . ix
- T e 2 , SOlt, ZA—ZBT ¢ 2 (Zc—ZB)
ZcT Zp

On a donc: A est I'image de C dans la rotation de centre B et d'angle =,

2
Le triangle ABC est un triangle rectangle et isocele en B.
Une autre méthode :
3n — 3
Za—z5=-8+8i=8(-1+1)=8 2 e s za— zp @ pour module 8 v/2 et pour argument TT[
o — T
zc—z=8+8i=8(1+1)=8 2 et zc — zg a pour module 8 /2 et pour argument 4

Le module du quotient est le quotient des modules et un argument du quotient est la différence des arguments.

z,~z 2 3 T [
Zz—Zz a pour module % =1 et un argument égal a TT[ 4 = ZE 2kt ke Z
3. Soit E I'image du point C par la rotation £ de centre B et d’angle % .

Montrer que l’affixe de E vérifie zy=—3 +(8V2—-4)i.

s
Ze—7Z8= o 4 (2c—2B)

zE_(£+ £)(5+4—(—3 4i) + (=3 — 4i)



zE=(g +i§)(8+8i)+(—3—4i)=4\/§ +42i+4V2i-4V2 -3 -4i=-3+ (82 -4

Placer le point E.

On construit le cercle de centre B et passant par C.

L'abscisse de E est —3.

E est a l'intersection de ce cercle et de la droite d'équation x = — 3 telle que I'ordonnée soit positive.

V2
=

4. Soit D I'image du point E par I’homothétie X de centre B et de rapport

V2

Onadonc: BD = > BE

On en déduit : zp = 72 (ze —zB) + zB

Or, zg — zp= ( g +1 % )(8 + 81) (voir calculs du 3/)

= 72(% +i%)(8+8i)—3—4i

1
Zp = E(1+i)><8><(1+i) -3-4i=4Qi)-3-4i=-3+4i

Montrer que D est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.
Placer le point D .
ABC, étant un triangle rectangle en B, le centre du cercle circonscrit est le milieu / de [AC].

z,tz —11+4i+5+4i
2= = ; Lo 344

Ce qui prouve le résultat demander.

D est le milieu de [AC]

Remarque :

Si on a oublié les propriétés du triangle rectangle, on peut calculer :
DA= |-11+4i—(-3+4i) =8

DB= |-3—4i—(-3+4i)| = |-8i =8

DC= |5+4i—(—3+4i) =8

5. Dans cette question, toute trace de recherche,méme incompleéte, ou d’initiative, méme non fructueuse,
sera prise en compte dans I’évaluation.

Soit Y la droite paralléle a la droite (EC) passant par le point D. On note F le point d’intersection de la droite
9 et de la droite (BC), I le milieu du segment [EC] et J le milieu du segment [DF].

Montrer que B, I et J sont alignés.

Une méthode avec 1'utilisation de J#.

Soit K 1'image de C par I'homothétie J.

Puisque le point D est image de E par I'homothétie /€, I'image K de C par .J est sur la paralléle a (EC) passant



par D, soit la droite .
D'autre part, le centre B de 'homothétie, le point C et son image K sont alignés.
K est donc a l'intersection des droites & et (BC). K et F sont confondus.
Le segment [EC] a pour image le segment [DF].
Comme une homothétie conserve le milieu, on a :
le milieu / du segment [EC] a pour image le milieu J du segment [DF].
Une méthode en utilisant les triangles isocéles ...
D'apres le 3/, on sait : BC = BE
Dans le triangle BEC, la droite (DF) étant parallele a (EC), on peut appliquer la propriété de Thalés,
d'ou 5o _ BF
> BE BC
Les triangles BEC et BDF sont par conséquent isoceles en B.
Les droites (BI) et (BJ) sont les médianes respectives issues de B dans ces triangles isoceles.
Comme les médianes issues du sommet principal sont aussi des hauteurs, on a : (BJ) L (DF) et (BI) L (EC).
Comme (DF) et (EC) sont paralleles, les droites (B/) et (BJ) sont confondues.

Une méthode en utilisant les affixes : (déconseillée ici mais pour I'entrainement aux calculs)

_ 5+4i+(—-3+(8V2-4)i)

5 =1+4 42i

L'affixe de / milieu de [EC] est : z

Le point F est sur la parallele a (EC) passant par D et F' € (BC), d'ou,
D'aprés la propriété de Thalés, il existe un réel & tel que BF =k BC et BD =k BE .

k= % , d'aprés le 4/,

On a donc :

zr— (-3 — 4i) = % (5 +4i— (=3 —4)i))

zp = %(8+8i)—3—4i=4 V2 =3 +4(J2 =i
L'affixe de J milieu de [DF] est z, = _3+4‘+4¢2;3+4(ﬁ_1)1 —3+2 Y2 +2 \2i

Laffixede Bl est: zz =1+4 J2i—(-3—4))=4+4( V2 + )i

Laffixe de BJ est: Zz =-3+2 2 +2 2i—(3-4i)= 2 V2 +2( v2 +2)i

En multipliant par /2, l'affixe Z3; de BJ ,ona: V2 (2 V2 +2( V2 +2)i)=4+4(1+ V2)i= z5
Onadonc: BJ = 2 BI
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EXERCICE 2
(Asie juin 2005)

3 points

Dans I’espace rapporté a un repére orthonormal (O; i Ji ,l_é)

x=1+2t¢
On appelle & la droite d’équations paramétriques : | y=2—t
z=—3—t¢

et & le plan d’équation cartésienne x +2y —3z — 1 =0.

Commun a tous les candidats

Dans chacune des lignes du tableau ci-dessous, une seule affirmation est exacte. Le candidat indiquera sur la

copie le numéro de la ligne et la lettre correspondant a I’affirmation choisie. Aucune justification n’est

demandeée. Une réponse exacte rapporte 0,5 point ; une réponse inexacte enleve 0,25 point ; l’absence de

réponse est comptée 0 point. Si le total est négatif, la note est ramenée a 0.

D'apreés les équations de &) et de #, on a :

2
un vecteur directeur de Pest: ¢ |—1] et
-1
|
un vecteur normal a Pest: i | 2
-3
Nlll;iie;iede Affirmation A Affirmation B Affirmation C
Y el DN ) appariontad.
—1=1+2¢ 1
Commentai | { 3=2—¢ n'apasde Enposants= ~,ona:x=1, Lorsque 7=1,ona:x=3,
res 2=—3—¢ . —letz=-4
. #—1 y etz
solution (t=—-lett=-5) fmais.y
u W

[\9)
‘

-

est colinéaire a ¢

<

Commentai

res i et ¢t ne sont pas colinéaires

<

-

W et ¢ ne sont pas colinéaires

(O8]

(1+26)+22-1t)—3(-3—1¢ —1=0 apour unique solution ¢t =—

| hi =3 ni=3
Commentai | _ | L - -
res 7 et ¢t ne sont pas 7l et ¢ ne sont pas n-t =3
orthogonaux orthogonaux
ou encore

3




9 et P sont sécants en un point ...

4.
(153 ;1) appartient a 7
1 +2x3-3%(-2)-1=12 1+2x3-3x3+2=0 1+2x3-3%(-1)-1=9
5. cartésienne —3x +2y —z =1 =0
Commentai 7 = . =4
fes 3 2 et 3 =
-1
2 coordonnées (-1 : 3 2) au
plan P est: \ 14 plan # est: 2 3
- -1+2%(—=3)—3x2—1|
Commentai | \/12+ 2°+(=3)

Ires

14

m:\/ﬁ




EXERCICE 3 5 points Commun a tous les candidats
(Amérique du Nord juin 2009)
Dans cet exercice on étudie une épidémie dans une population.

Partie A : Etude de la progression de 1'épidémie pendant 30 jours

Au début de l'épidémie on constate que 0,01 de la population est contaminé. Pour t appartenant a [0 ; 30], on
note y(t) le pourcentage de personnes touchées par la maladie apres t jours.

On a donc y(0) = 0,01. On admet que la fonction y ainsi définie sur [0 ; 30] est dérivable, strictement positive
et verifie : y' = 0,05y(10 — y)

1
1. On considere la fonction z définie sur l'intervalle [0 ; 30] par z = ; .
Démont. I ti tisfait diti »(0)=001 et seul tsil ti
émontrer que la fonction y satisfait aux conditions 3'20,05 (10— ) si et seulement si la fonction z
L . z(0)=100
satisfait aux conditions [z '=—0,5240,05

Sens direct:
On sait d'apres 'énoncé y > 0. Par conséquent y # 0.

¥(0)=0,01

Soit y vérifiant {y'=0,05)’(103’)

z= L d"ou, z' = 72 .Onen déduit: y'=-)*z'=—- —
y y z
Onaalors: 2(0) = —— =100 ¢t, - 2 =0,05x L x(10— 1)=0,05x L x(102- 1)
y(0) z z z z
En multipliant les deux membres de 1'égalité par z2, il vient: —z' = 0,05 (10z—1) = 0,5z — 0,05

z(0)=100

La fonction z vérifie bien: {z '=— 0524005 °

Sens réciproque:

Soit z vérifiant {z ':Z—(%),Szzl-(l)-%,OS z= % ,dou, y= é
On aalors y(0) = —— = 0.01 et = =05 + +0.05.
z(0) v %
En multipliant les deux membres de 1'égalité par y?, il vient: =y’ =— 0,5y + 0,05y* = 0,05y(—10 + )
y(0)=0,01

La fonction y vérifie bien: {y '=0,05y (10— y)

L'équivalence est démontrée.

(11 est possible de rédiger directement l'équivalence)

2. a. En déduire une expression de la fonction z puis celle de la fonction y.
La fonction z vérifie une équation différentielle de la forme z' = az + b.

. . 0,05
Les solutions sont donc les fonctions z(f) = C ¢ **" — = 05 = Ce ™ +0,1.

Comme z(0) = 100, on a: 100=C ¢° +0,1, d'ot, C=100-0,1 =99,9.
2(1)=99,9 ¢ > +0,1




1 10

T 99.9¢ 40,1 999¢ V41

YO = 215

b. Calculer le pourcentage de la population infectée apres 30 jours. On donnera la valeur arrondie a [’entier le
plus proche.

1
99.9xe 40,1

Le pourcentage de la population infectée aprés 30 jours est la valeur y(30) =

Une valeur approchée donnée par la calculatrice est 9,996 ...
L'entier le plus proche est 10.

10 % de la population est touchée par la maladie apres 30 jours.

Partie B : Etude sur I’efficacité d’un vaccin

Dans cette partie, toute trace de recherche,méme incomplete, ou d’initiative,méme non fructueuse, sera prise
en compte dans [’évaluation.

Le quart de la population est vacciné contre cette maladie contagieuse. De plus, on estime que sur la
population vaccinée, 92 % des individus ne tombent pas malades. Sur la population totale, on estime aussi que
10 % des individus sont malades.

On choisit au hasard un individu dans cette population.
On note M "étre malade" et "} "étre vaccing"

(Faire un arbre et penser a la partition des individus Malades en deux groupes: Malades et Vaccinés, Malades et
non Vaccinés)

M P(V NM) =0,02.
/0&8/
V
0,25 0,92 P(M)=0,1
/ M
au 1/ on cherche :

75 M PV NM= ...

/Am?ﬂ)n cherche Py (M)

7

/



M /
0,1 \ P(V)=0,25
?
\ V
M /
\V
Tableau
14 vV Total
I, P(M N V)=0.25-023=| Oncherche P(M N V) 0.1
0,02 0,1 —0,02=0,08 ’
M 0,25x0,92 = 0,23 0,9
Total 0,25 0,75 1

1. Montrer que la probabilité de |’évenement « l’individu n’est pas vacciné et tombe malade » est égale a 0,08.
On cherche donc: P(M N 7))

On sait: P(M)=0,1 et P(M N V)=0,25% (1 -0,92) =0,25x 0,08 = 0,02

O,M=MnNVyuMn V),avec, MN V) NMN V=4 (Partition)

P(MMnN V)=0,1-0,02=0,08

2. Quelle est la probabilité de tomber malade pour un individu qui n’est pas vacciné ?

PMNV 0,08 8
On cherche Py (M) = (P(I_/) ) =075 = 75

EXERCICE 4 7 points Commun a tous les candidats
(Nouvelle Calédonie novembre 2010)

PARTIE A : restitution organisée de connaissances

On suppose connus les résultats suivants :

Soient u et v deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b] avec a < b

b
* i, pour tout x € [a ; b], u(x) = 0 alors fu(x)dx = (0



b

[u(x)+v(x)]dx = _[u(x)dx + }v(x)dx

a

*

*

9%&' Q%b‘

b
au(x)dx =« fu(x)dx ou o est un nombre réel.
a

Démontrer que si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b] avec a < b

b b
et si pour tout x de [a ; b], f(x) < g (x) alors : ff(x)dx < fg(x)dx

fet g étant continues sur [« ; b], leur différence g — f'est continue sur cet intervalle.
Pour tout x de [a ; b],ona: f(x) < g (x), d'ou, g (x) —f(x) = 0.
Org(x)-f(x)= (g—/)x)

D'apres la premicre propriété rappelée :
b b

f(g—f)(x)dx > 0, d'ou, f[g(x)—f(x)]dx >0

a

a
D'apres la deuxiéme propriété :

}[gm f(x) dx—J"g dx+}—f(x)dx

D' apres la deux1eme proprlete
f —f(x - ff

Finalement : f g(x)dx — f f(x

Conclusion :
b

jf(x)dx < fg(x)dx

a

PARTIE B :

Soit & la fonction définie sur 'intervalle [1 ; +oof par d(x) = 1 + x?— 2x? Inx
1. a. Etudier le sens de variation de la fonction & sur intervalle [1 ; +of.

¢ est dérivable sur [1 ; +oof et,

pour toutx = I,ona: ¢ (x) =0+ 2x — 2(2x In x + x2% %)Z —4x Inx

Commex>1,ona:lnx>0et—4x1Inx<0.

$¢'(1)=0

La fonction ¢ est strictement décroissante sur [1 ; +oo[ puisque sa dérivée est strictement négative sauf en 1 ou
elle s'annule..

b. Calculer ¢(e). Démontrer que l’équation $(x) = 0 admet une unique solution o sur l’intervalle [1 ; e].
Déterminer un encadrement de o d’amplitude 107"

Commelne=1,ona:Pp(e)=1+e*—2e*=1-¢?

1 —-e*<0.

Comme ¢ strictement décroissante b(x) < ¢Pp(e) <0 pour x = e.
¢ ne s'annule pas sur [e ; +oo[ }

CommeIn1=0,ona:p(l1)=1+12=2
¢ est continue sur [1 ; ¢]

¢ est strictement décroissante sur [1 ; €]
0 € [d(e) ; p(1)]

D'apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation ¢(x) = 0 admet une et une seule solution



x € [1;+oo[

A 1a calculatrice, on lit :

UL - Lot Lo
(L F-m AT .t )

$(1,8) ~ 0,43 et p(1,9) ~ —0,024
1,8 < x < 1,9 est un encadrement de la solution d'amplitude 10
c. Déterminer le signe de &(x) suivant les valeurs de x.

Sil<x<a,ona:d(x)> ¢ () car ¢ strictement décroissante.
Six<x ,ona: ¢(x)<d¢ (x) car ¢ strictement décroissante.
Conclusion :

d(x)>0sur[1; of
$(x) <0 sur Jou ; +oof

P(x)=0
Bilan :
X 1 QX e
¢ ') -
2
$(x) -
Signe de $(x) + 0 -

In x
1+x

2. Soit f'la fonction définie sur l'intervalle [1 ; +oof par f (x) = 5.

On note ' la fonction dérivée de f .

o(x)

' > )= 5.
a. Calculer ' (x) et montrer que pour toutx =1 ona: f'(x) (14 2)

l><(1+362)—2X><1ﬂx 1+x°—2x" Inx o(x)

f1e=x - =

(1+x2) (14277 x(1+x)

b. Déduire de la question 1. le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle [1 ; +oof.

Comme x = 1 et (1+x?)*>> 0, le signe de /' (x) est celui de d(x).
Conclusion :

fest strictement croissante sur sur [1 ; ]

fest strictement décroissante sur sur [t ; +oof

In x
c. Démontrer que pour tout x appartenant a l'intervalle [1 ; +ofona: 0<f(x) < —5 .
X



Une méthode :

f(x)=0car:x = 1impliquelnx = 0et, 1 +x*>0

1 1
D'autre part, 1 +x* = x>> 0, d'ou, > < —
1+x X
Sl e In x In x
En multipliant chaque membre par In x positif, il vient : 2 < 5
X X

Autre méthode :
Pour comparer deux expressions, on ¢étudie le signe de leur différence :
f(x)=0car: x = 1 impliquelnx > 0et, 1 +x*>0

Soit () = X _ 1nx
oit d(x) x’ 1+x°
i) (1+x%)XInx—x"XIn x In x
x = =
x*(1+x%) x*(1+x7%)
Commex = 1,Inx =0
. . Inx In x
On obtient d(x) = 0, soit : 5 S T
I+x X
d. En déduire lim f(x)
xX—+00
On sait (croissances comparées) que lim Inx _

x—+0o0 xz

D'apres le théoréme des gendarmes, on en déduit : lim f(x) =0

x—+o

e
T , . . . In x 2
3. a. A I’aide d’une intégration par parties, montrer que _f —dx =1- o
1

Onposeu (x)=Inxetv'(x)= —;
X

1 1
Onaalors : u' (x) = ~ etv(x)=-— e

Les fonctions u et v sont dérivables sur [1 ; e] et leurs dérivées sont continues.

frron- o] - IR

=—— -0+ fizdx
1 X
Or, f%dx = l—l = ——(-D=1- =
1 X X |
I 1 1 2
ln—zxdx =——+1-==1-—.
e e e

b. On note € la courbe représentative de la fonction f, dans un repére orthonormé (O; i, }) d’unité
graphique I cm.

Soit . I'aire exprimée en cm? du domaine compris entre la courbe €, ['axe des abscisses et les droites
d’équationx =l et x = e.

Déterminer un encadrement de .A.

0<f



Une mesure de ./ en cm? (u.a.) est f f(x)dx
1

Inx

1 (S e
Commef(x) < —5-, [ f(x)dx < [2Edx
X 1 1

2
X

2
d'01‘1,0<34<1—g.
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