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Exercice 1 (Pondichéry 2005)
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1 a) f définie sur / :[1 ;+oo[ par f (t):% est continue, car, elle est le produit de deux fonctions continues

1
sur l'intervalle /, tr>e’ et tH "

t
) : L. L. , e -1 t—1
b) f, étant le produit de deux fonctions dérivables sur 7 est dérivable sur /et f (t)=7 +— e'=¢' 5
t t

£'(t)>0 sur |1;+oo| et £'(1)=0 . Par conséquent, fest strictement croissante sur /
2a) A(1)=0 car x,=1 . Les droites d'‘équations x=x, et x=1 sont confondues.
b) & étant strictement positif et f croissante sur I, pour X, de I, on a: X, <t=<x,th et
S (x)=f ()< f(xo+h)
Le rectangle délimité par les points A(xy,0), B(xy, f(x,)), C(xo+h; f(x,)) et D(x,+h;0) est donc situé
sous la courbe et a pour aire  f (xy)-h
Le rectangle délimité par les points A(x,,0), E(x,,; f(x,+h)), F(x,+h; f(x,+h)) et D(x,+h;0) est donc
situé au-dessus de la courbe et a pour aire f (x,+%)-h
L'aire du domaine délimité par les droites d'équation x=x,,x=x,+h , l'axe des abscisses et la courbe C 7
vaut: A(x,+h)—A(x,) ,dou, f(x,)h<A(x,+h)—A(x,)<f(x,+h)h
A(xy+h)—A(x,)
h
¢) Lorsque 7<0 et x,+h>1 ,ona: x,=t=x,+h  dou, f(x)=f(1)=f(x,+h)
Le rectangle délimité par les points 4 (x,,0), B(x,, f(x,)), C(x,+h; f(x,)) et D(x,+h;0) est donc situé
au-dessus de la courbe et a pour aire f (x,)-(—h)
Le rectangle délimité par les points A(x,;0), E(x,,; f(x,+h)), F(x,+h; f(x,+h)) et D(x,+%,;0) est donc
situé sous la courbe et a pour aire f (x,+h)-(—=h)

et comme />0 , on obtient: f(x,)<

<f(x,+h)
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L'aire du domaine délimité par les droites d'équation x=x,, x=x,+/ , l'axe des abscisses et la courbe C,
vaut: A(x,)—A(x,+h) , don, f(x,+h)-(—h)<A(x,)=A(x,+h)< f (x,)-(~h)
A(xy)—A(xy+h)
</ ()
(—h) ’

et comme (—/)>0 , onobtient: f(x,+h)<

A(x0+h)_A<x0>

L'inégalité devient: f (x,+h)< 0 <f(x,)
d) f étant continue, on a: %7133 f(xo+h)=f(x,) et il_r)r; f(xo+h)=f(x,)
Par conséquent, en appliquah;;t le théoréme des gendan;oes:
hilg A(xo+h}2_A(XO):f(xo) d'apres b), et ,d'apres c) Eﬁf; A(xo+h2_A(XO):f(xo)

h>0 h<0

La fonction 4 est donc dérivable en x, etle nombre dérivé de 4 en x, est A'(x,)=f(x,)
e) Ceci étant vrai pour tout x, de /, on obtient 4'=f
A est donc la primitive de f'qui s'annule en 1.

Exercice 2 (Pondichéry 2005)
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1. Le cercle (C) de diamétre [4B] a pour centre le point 2 milieu de [4B] et d'affixe szAé—z——

zs—zd _|-3-44]_V(=3\+(—4) _5
2

2 2 2

Le rayon vaut

_3+9i_(3+49i)(4
P4+2i (4+2i0)(4
3 —1

P .
. lli _30 4304 :3—+3—i Remarquer: D est sur la droite d'équation y = x

20 2 2
3—+—i—(—) =2 +2i=44 +9—:5— donc De(C)
2 2 2 2 4 2
Placer le point D a l'intersection de la bissectrice de (xOy) et du cercle (C).
1 ’ 5

2) z
3

|ZD_‘”‘:

2

Zpt—|=

2

5
3) a) E, étant sur le cercle (C), on a: |ZE_w|:E , d'ou,
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Zp—w s 1 T
=— d'ou arg(z,+—)=— car, z,—w est un réel
=g dob arglz3)= T ear, =,

Une mesure de (Q7,QF) étant % ,ona arg(

strictement positif.
Placer le point E a l'intersection de la demi-droite d'origine Q , d'angle polaire /4 et de (C)

L5 5.5 (V2 V2, 542, 542,

b) D'aprés 3a), 7 +—==

) Dapres 3a), zp+o="re T= (4 4 4
532 5V2. 1 _52-2 542,

On obtient: z,.= 1 + R + 7!

LTT
i—

4) r est I'application définie par: r(M)=M "' avec z '+;—=e “( z+1?) ou z et z' sont les affixes respectives de

Met M,
a) On peut écrire: Z'—wzej(z—w) . On en déduit: »(Q)=0Q
T ,soit QM '=QM car ‘ T

s

el“(z—w)‘:‘e

e "|=1

- —wl=

El

et arg(z'—w)=argeq(z—w)=arg(elK)Jrarg(z—w)
d'ou, arg(z’—w)—arg(z—w)zargz _wzarg(elZ)
JR

w

—_—

On en déduit:une mesure en radians de (QM , QM ')Z%

. ™
r est donc la rotation de centre (2 et d'angle 7

b) K est le point d'affixe 2 d'ou r(K) a pour affixe k' telle que £ '+;_:ei1(2+13)

On retrouve le calcul du 3a), k'=z, . r(K)=E
K est un point du cercle (C) sur I'axe des réels positifs, on a donc: QK et Q7 sont colinéaires de méme sens

etune mesure de (QK,QE) est %

—

Le centre de rotation de r étant le centre du cercle (C), I'image de K est le point de (C) tel que (Q K, Qr(K))

vaut % .Onabien: r(K)=E

Exercice 3 (Pondichéry 2005)
la) 4(1;0;2),B(1;1;4),C(—=1;1;1) d'ou AB(0,;1,;2) et AC(-2;1;,-1|

. oy . e 01
Il suffit de remarquer que la proportionnalité entre les coordonnées n'est pas vérifice: 2—7&1— pour prouver que

les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires.
Les points A, B, C ne sont pas alignés (ils définissent donc un plan)
b) 7(3;4,;-2
Calculons: 7i-AB=3 X0 +4 X1 +(—2)x2 =0 et #-AC=3 X(—2)+4 X1 +(—2)x(—1)=0
Les produits scalaires étant nuls, 7 et AB d'une part, 7# et AC d'autre part sont orthogonaux.
i est un vecteur normal au plan (ABC)
Soit M (x;y,z) un point du plan (4BC), on a: 7-AM =0, d'ots, 3 X(x—1)+4 X(y—0)+(=2)X(z—2)=0
Une équation de (4BC) est 3x+4y—2z+1=0

2a) (P):2x+y+2z+1=0 et P,:x—2y+62z=0
Soient 7; un vecteur normala P, 7] (2;1,2) et 7, un vecteur normal a Pz:ﬁ;(l;—2;6)
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2 1 — — . .
Comme 1—7&—2 , N, et n, ne sont pas colinéaires. Les plans P, et P, sont donc sécants.

Leur intersection est une droite (D)
Soit M (x;y;z) un point commun & P, et P, (M est un point de (D)). Ses coordonnées vérifient les deux
2x+y+2z+1=0 (1)
x—2y+6z=0 (2)
Posons x=« et exprimons y et z en fonction de « .

équations:

. . 3
En faisant 3(1)—(2) ,ontire: 5x+5y+3=0 ,don, y=—a——

5
. - 1
En faisant 2(1)+(2) ,ontire: 5x+10 z+2 =0 d'ou Z=2—10(—g
X=«
-2
Un systéme d'équations paramétriques de (D) est Y 5
el S
2 5
- 1
b) Un vecteur directeur de (D) est donc: u ( 1,—1,— 2—)
Or, n-u=3 X1 +4 ><(—1)+(—2)><(%):0 (D) n'est donc pas sécante au plan (4BC)
1
Le point E (0 ; —%; —5—) est un point commun a (D) («=0) et au plan (ABC) car,
3 X0 +4 X(_5—3)—2 X (_5—1)—1- 1 #0 La droite (D) n'est pas incluse dans le plan (4BC)

(D) est strictement parallele au plan (4BC)

3a) t=0 , G est le barycentre du systéme [(4,1),(B,2),(C,1)|

L'existence de G est assurée par le fait que t étant positif ou nul, la somme 1 +2 +¢ est strictement positive.
Les coordonnées de / barycentre du systéme [(4,1),(B,2) } sont:

 Lx,+2.x, Ly, +2.y4 Lz, +2.z,
YT T T T
2 10
N1, =—;,—|.
On trouve ( 33 )
D'aprés la loi d'associativité des barycentres, G est le barycentre du systéme [(,3),(C,¢)| ,d'ou,
o=_t 70
3+¢
t 3+¢-3 3
. . U e . : — -1 —
Soit f tH3+t définie sur [0, +oo] Ona: f(t) 31 3+

f est donc une fonction continue, strictement croissante définie sur [O;Jroo[ . f est donc une bijection de

[0;+00| sur [f(O); lim f(t)[:[o;l [

t—+oo

On vient de montrer que lorsque ¢ parcourt l'intervalle des réels positifs (0 inclus), le nombre 147 parcourait

l'intervalle [0, 1| fermé en 0, ouvert en 1. Tous les points du segment [/C] sauf C sont donc atteints.
L'ensemble des points G est donc le segment [/C] privé de C.
. t 1
Le milieu J de [IC] est confondu avec G lorsque 347 2 donc, lorsque #=3
(Il suffit de faire I'égalité des coefficients de / et C pour que G soit l'isobarycentre des points / et C)
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Exercice 4 (Pondichéry 2005)
10

La suite (u,) est définie par

n

. . n+1)"° n'"
1) Pour n entier naturel non nul, u,,,<0,95 u, équivaut a (27250,95 ?
n' . . .. C(n+D)? 2"
Comme —- est strictement positif, on a: u,,,<0,95 u, équivauta ————X—;<0,95
2 2" n
. r b N\ (n )10
On obtient: u,,,<0,95 u, €quivaut a ——-—<0,95
2-n
.  (n+ 1)
par conséquent: u,.,<0,95 u, équivaut a %S 1,9
+1 10 10 10 . ) )
Or ( 10) R 1+1— Ce qui prouve le résultat demandé:
n n n
1 10
u,.,<095 u, équivauta |1 +—) <19
n

10

2) a) fest la fonction définie sur |1, +oo| par f(x)Z(lJrl
x

, |
fest la composée de u.x+>1 +— suiviede v:xr>x' .
X

Comme u est strictement décroissante sur [1 ; +oo[ a valeurs dans ]1 ;2 ] et que v est strictement croissante sur
les réels positifs, on en déduit que f est strictement décroissante sur |1+ oo

. 1 10— Sy : : :
Comme lim (1 +—]=1 et que 11rr11 x =1 (continuit¢é des fonctions puissances), on obtient:
X x—

x—+0
10

lim =1 (limite de fonctions composées)

X—+o0

1+l
X

, —1 1)
On peut calculer la dérivée de f sur pour chercher la variation de f. On a:  f'(x)=10 X—X(1+=) | car, f;
X X
étant de la forme u" a pour dérivée nu'u""'
b) f est la composée de deux fonctions continues, elle est donc continue sur [1;+ oo
f est strictement décroissante sur |1, +oo|

f réalise donc une bijection de |[1,+oo| vers ]liIP f(x);f(l)]:]l;zm J=]1,1024
Comme 1,9 €|1,1024 | , il existe un réel unique « de [1;+w| tel que f(x)=1,9

c) La calculatrice donne: f(15)~1,906 a 10 préset f(16)~1,833 a10~° pres, don, 15<x<16
d) f étant décroissante sur [1,;+o0[ , n>16 implique f(n)<f(16)

Or, f(n)= et 1(16)<f () .

10

<L9

1+-
n

Conclusion: sin=>16 alors

1+
n

3 a) Comparons u, et u,,, pour n>16 .

un
Les termes étant strictement positifs, comparons u—H et 1

n
10

<19

Upiy

Or, d'apreés 1) z’; <0,95 équivauta (l—i-l—
n

n
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10
D'aprés 2 d) (1 +1—) <1,9 est vérifiée lorsque n>16
n

Z’tn+l

Finalement: si n>16 , <0,95 <1 ,lasuite (u,) estdonc strictement décroissante.

n

b) Or, (u,) est minorée par 0, donc, (u,) est une suite convergente.

4) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 16.
P(n):0 <u,<095" "u,
Tous les termes u, sont positifs par définition de u,, .
Il reste a montrer: u,<0,95" "u,,
10

* n=16, ”16:27 est positifet 0,95 u, =u, . P(16) est vérifiée

5 p—16

** Soit un entier p=16 . On suppose P(p) vraie, d'ou, u,<0,9 u,, (Hypothése de récurrence)

u
. +1 \
Or, au 3a), onavu:si n=16 alors —=<0,95 ,d'ou, u,,, <095 u,
u

Comme 0,95 >0 , on obtient: 0,95.u,<0,95 X0,95 ”_16u16

Finalement: u,,,<0,95 u,<0,95"""" "%y P(p+1)

On a montré: Si P(p) alors P(p+1)

*** D'apres 'axiome de récurrence, la proposition P(n) est vraie pour tout entier naturel supérieur ou €gal a n
Comme 0<0,95<1 , la suite (0,95”*16) converge vers 0 et le théoréme des gendarmes permet de conclure:
(u,) converge vers 0

6/6 D:\Docs_lycée\terminale\devoir\DM11.sxw 02/05/05



