Classe: TS1 DS5 Mardi 22 janvier 2008

Exercice 1
Une urne contient 15 boules identiques indiscernables au toucher de couleur noire, blanche, ou rouge.
On suppose que I'urne contient 3 boules noires et 6 boules banches.

On tire au hasard successivement et sans remise entre les deux tirages 2 boules dans 'urne et on note leur
couleur.

Soit I'événement N : « obtenir deux boules de couleur noirey, et I'événement G : « obtenir deux boules de méme
couleur ».

1) a) L'univers 2 est I'ensemble des couples de deux boules: il y a 15 éléments possibles au premier tirage et 14
au second tirage. card(2)= 15x14

Un élément favorable a N est constitué de deux boules noires: il y a 3 éléments possibles au premier tirage et 2
au second tirage. card(N)=3x2.

3x2 1
15x14 35

Les conditions de I'expérience aléatoire menent a I'hypothése d'équiprobabilité: P(N) =
b) G=N U B U R ou B est I'événement « obtenir deux boules de couleur blanche» et R 1'événement: « obtenir
deux boules de couleur rouge».

Les événements N, B, R sont disjoints deux-a-deux.

L'urne contient: 15 — 3 — 6 = 6 boules rouges

IX2+6X5+6X5 66 11

La méme démarche pour G mene a: P(G) = 5% 14 =310 = 35

Autre méthode
On peut aussi construire un arbre de probabilités:
On numérote alors les tirages: N, avec i =1 ou i = 2 étant la boule tirée au ™ tirage est noire.

De méme avec les boules blanches et rouges.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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3 2 1
Nao P=PON 0 Mo =95 9 = 35
6 5 5
PEIZPCE 0 B)= 45 14~ 35
6 5 5
o PRZPCRN =05 *1g = 55

2) Un joueur mise x euros, avec x entier naturel non nul, puis tire au hasard successivement et sans remise deux
boules de I'urne. Dans tous les cas, il perd sa mise de départ.

S'il obtient deux boules noires, il recoit 2k fois le montant de sa mise, avec £ nombre décimal strictement
supérieur a 1.

S'il obtient deux boules de la méme couleur autre que noire, il recoit k£ fois le montant de sa mise

Sinon, il ne regoit rien.

On note X la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.

a) X peut prendre trois valeurs:

2kx lorsque le joueur a tiré deux boules noires, P(X = 2kx) = P(N)

kx lorsque le joueur a tiré¢ deux boules blanches ou deux boules rouges, P(X = kx) = P(B) + P(R) = P(G) — P(N)

—x dans les autre cas, puisque le joueur a perdu sa mise. P(X =-x)=1-P(G) = 35

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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X 2kx kx —X Total
1 10 24
P 35 35 35 !
2kx 10 kx —24 x _ (12k-24)x
i 35 35 35 B = "5
> 16x* 40x° 24x° > _ 80x°
- k=2 -
i avee 35 35 35 E(X) = 755
12k —24
b) Calculer l'espérance E(X) de la variable X en fonction de x et de k. E(X) = 12k -24)x

35
Le jeu est équitable lorsque 12k — 24 =0, soit k =2

2 2 4 —
O = B0 - [ECOF = 5557 = 165 o= - A

Exercice 2 (Baccalauréat S Antilles-Guyane septembre 2007)
Partie A

a(l+i)=1+3i
ia’=—4+3i
1+31  (1+31)(1-1)

' Aa A 3 .y = — =2 +1
D'apres 1'équation 1): a [+ ) 2+1

1. Déterminer le nombre complexe a tel que

D'ou, ¢° = (2+i)° =3 —4iet jq° =-4+ 3i. La deuxiéme équation est vérifiée.
2. Pour tout nombre complexe z, on pose fiz) = z°—(1+31)z+(—4+31)

En développant (z — a)(z —ia) = z'—a(1+1i)z+ia" = z'—(1+31) z—4+3i
fiz)=0 @ (z—a)(z—1a)=0 © z=aouz=1a.

Les solutions sont donc 2 +1et—1 + 21

Partie B

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (O; #,V) , unité graphique : 5 cm.
1. On consideére les points 4 et B d'affixes respectivesa=2+ietb=—-1+2i
Placer 4 et B dans le repere et compléter la figure au fur et a mesure.

b =1a (voir Partie A-2)

Onadonc: |p| = lia| = [iX|a] = |4 On en déduit: OB = 04

et arg(b) = arg(ia) = arg(i) + arg(a) =

(SR

+ arg(a) [2rr].  On en déduit: (i1, OB) = g + (@, 04) ,

—_—

soit, (OA4,0B) =

(R~

Ou encore: le triangle OAB est un triangle isocele rectangle tel que (5;1 , 5[?) =

|5

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Comme b = ia, le point B est I'image de A dans la rotation de centre O et d'angle % .

Conclusion: le triangle OAB est un triangle isocele rectangle tel que (OA4,0B) = % .

: 1. . . . :
2. On considere le point C d'affixe ¢ = —1+ 5 I Déterminer I'affixe du point D tel que le triangle OCD soit un

triangle isocéle rectangle tel que (OC,0D) = i

E .
D est donc 1'image de C dans la dans la rotation de centre O et d'angle % .
On en déduit: d = i[—1+2i] = —% i
n en déduit: X

3. Soit M le milieu de [CB]. On appelle Zgj; et Zz; les affixes respectives des vecteurs OM et DA . Prouver

que: 2 — L,
ZBZ 2
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— +b 5.
L'affixe de OM estcelle de M: m = 02 =—1+ Zl
—_— 5 .
L'affixe de DA esta—d= ) + 21
5.
—14+=
Zow 4" _a+5i i(5+4i) 1.
Z5 §+2i 2(5+41) 2(5+41) 2
2
. — Zoit
4. Une mesure en radians de l'angle (DA,OM ) estun argument de P
DA

1
Or, arg( 5 i) = % [27]

X|z5| ona: OM= %DA

6. On appelle J, K et L les milieux respectifs des segments [CD], [DA] et [4B].

5. Comme |25A7‘ = ‘%1

On admet que le quadrilatére JKLM est un parallélogramme. Démontrer que c'est un carré.
Une méthode: on peut montrer deux cotés consécutifs égaux et perpendiculaires.

En appliquant le théoreme de Thales (dans le cas particulier des milieux) dans les triangles ACD et ABC, on a:

1 —

JK = ML = ~CA

2
. — = 1=
et, dans les triangles BCD et ABD,ona: JM = KL = 5 DB .
Or, par la rotation » de centre O et d'angle % ,ona: r(A)=Betr(C)=D, ce qui prouve:

CA=DB et (CA) L (DB).
Conclusion: JK = JM et (JK) L (JM)

Une autre méthode, on peut montrer que JL = KM et (JL) L (KM) (diagonales de m"me longueur et
perpendiculaires)

atb ctd atb—c—d

L'affixe de JL est: Zy =

2 2 2
—— + + Yeo—a—
et celle de KM est: Zm:c b_a d :b c—a-d
2 2 2
—e)(1+i —e)(=1+i
Comme b =ia etd =ic, il vient: Zj; = w et Zzy; = W

Par conséquent: Zg; =127 . Ce qui prouve JL = KM et (JL) L (KM)

Exercice 3

X —X

e'—e
e'+e

Soit f'la fonction définie sur IR par f(x) =

—x *

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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On note € sa représentation graphique dans un repére orthonormal (unité graphique: 4 cm)
Partie A/ (algébre)

1) Montrer que pour tout x réel, —1 < f(x) <1

Une méthode:

Comme pour tout X réel, ¢* >0,ona: ¢ >0et ¢ * >0,

X —X
\ _ _ . e =
dou, e'—e " < e'+e " ,soit, ——— <1
e +e
e —e "
d'autre part: —(e"+e ) < e'—e ", s01t -1 < ——
e +e

Une autre méthode:

Pour comparer deux nombres, on cherche le signe de leur différence:

fx)-1= ex—eix 1= —x2 — , comme pour tout X réel, ¢* >0, ona: f(x)—1<0,dou, ...
e +e e +e
fx)—-(1)= ex—eix +1= x26 — , comme pour tout X réel, ¢* >0, ona: f(x)+1>0,dou, ...
e +e e +e

-2x 2x
2) Montrer que pour tout x réel, f'(x) = L= ° = ezx =
l+e e +1

b - 2
e'—e " eT-1

En multipliant le numérateur et le dénominateur par e¢*, on a:

e'tet X+l
X —x —2x
. , , . y e —e 1-¢
En multipliant le numérateur et le dénominateur par ¢, ona: ——— = —
e +e 1+e
Partie B/ (analyse)
1) Calculer les limites de f'en —oo et en +oo.
lim e” = lim &' =0, d'on, lim e”™—1 = _1et lim e™+1 =1 Conclusion: 1M S (x) =_;

lim e = lim e™ = gop, lim f(x) =

X— 4o X— —00 X— 4+
Remarquer: Les droites d'équations y =—1 et y = 1 seront asymptotes a € en —oo et +oo.

2) a) Montrer que fest solution de I'équation différentielle y'+ ,* =1

o (ex+e—x)2_(ex_e—X)2 - (ex+e—x)2 (ex_e—x)Z - )
f(x)= <ex+ef;<)2 - <ex+eﬂ)2 - (ex_i_efx)z =1- [f(x)]
4

(e*+e ™)

b) Dresser le tableau de variation de f.

Comme —1 <f(x)<1l,ona:0< [f(x)] <1,dou,f’ (x)>0

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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X —00 o0
) +
1
S
8 . 7

¢) Donner le signe de f'(x) selon les valeurs de x.

Comme f{0) = 0 et que f'est strictement croissante sur IR, on a: f(x) < 0 sur ]—oo; O[ et f(x) > 0 sur ]0; +oo[
3) a) Déterminer une équation de la tangente 7 a € au point d'abscisse 0.

Une équationde Test: y=f"(0)(x—0)+f0)=1x+0=x

b) On pose d(x) = f(x) — x.

Etudier la variation de d et le signe de d(x).
d'@)=f'0)-1==[f(x)f

d est donc une fonction strictement décroissante sur IR, et, comme d(0) = 0, il vient:
d (x) > 0 sur J—oo; O[ et d (x) < 0 sur ]0; +oof

En déduire la position relative de € et T.
€ est au-dessus de T sur ]—oo; 0[ et au-dessous de 7 sur ]0; +oo[
4) Construire 7, € et les asymptotes éventuelles.

[y
y

4
=

v

He

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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