Nouvelle Calédonie mars 2005

Exercice 3 (Nouvelle Calédonie mars 2005) .
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal (O i, )
Soit la fonction fdéfinie sur |—1,+o| par f(x)=x’—22x+2.2In(x+1)

1) Calculatrice
[

FORMAT

MATRX

E O SIN

2) Il semble que

a) f est croissante sur |—1 ;40|

b) I'équation f (x)=0 a pour unique solution le réel 0
3) Etude de la fonction f

2— —
a) f'est dérivable sur ]—l;—i-oo[ et f'(x)=2x—22+ 2,2 =2X 0,2x=2x(x 0,1)

x+1 x+1 x+1

Sur |-1;40| , x+1>0 et f'(x) est donc strictement positif sur |—1,;0[ et sur [0,1,4o| , et
strictement négatif sur [0;0,1] . £ '(0)=0 lorsque x=0 ou x=0,1
fest strictement croissante sur sur |—1,;0] etsur [0,1;+00| et strictement décroissante sur [0, 0,1
b) En —1

x>—1 et liml(x+1)=0 _dlon, limlln(x+1)=—oo _

lim (x*=2.2x)=—1,1

x——1

lim f(x)=—co0

En +oo
lim (x*—2.2x)=+o

x—+o0

lim (x+1)=40 oo lim In(x+1)=+c

xX—+o© > x>+

lim f(x)=+o

x—+o0

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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Tableau de variations

x -1 0 0,1 +o0
f'(x) + 0 - 0 + il
+o0
S/
— m
m=f(0,1)=IT23+2,21n% La calculatrice donne m~—3x10"* , donc, m<0

Onadonc: f(0)=0 .0 estune solution de I'équation f (x)=0

Sur l'intervalle |—1,0,1] , I'équation n'a pas d'autre solution puisque le maximum de f'est 0 atteint en 0

Sur l'intervalle ]0,1 ; +00[ , f est continue, strictement croissante, donc, f réalise une bijection de ]0,1 ; +00[ sur
] m,+ oo[

Comme m<0 , il existe une solution «€|0,1,+00| & l'équation f (x)=0

L'équation f (x)=0 admet deux solutions 0 et «

4) a) En prenant X ,,=—0,1 =~ X =02 Y .=-0,0001 ¢t VY,,=0,0001 | on visualise les solutions

de I'équation f (x)=0

b) Le tableur de la calculatrice donne «~(,154 10 > prés par défaut.
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5) F définie sur ]—l,‘+oo[ par F(x)=§x3—1,lx2—2,2x+2,2(x+1)1n(x+1)

1
F est dérivable sur |—1,+00| et F'(x)=x"—2,2x—-2,2+2,2 1.1n(x+1)+(x+1)><m =71 (x)

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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Donc, F est une primitive de f'sur |—1;400] .
b) f f(x)dx est I'opposé de l'aire en unité d'aire de la partie du plan située sous I'axe des abscisses et au-
0

dessus de la courbe;

i

<

o
5~

~=
q
H

o [ fx)de=lF(x)] =F ()~ F(0)

0
0
1
F(0)=0 et F((X)=§0<3—1,10<2—2,20<+2,2(0<+1)111(0(+1) or, o est défini par f(x)=0, dou, «
vérifie 'égalité 221In (x+1)=—a’+2,2
On en déduit: F((x)=%0(3—1,10(2—2,20(+(0(+1)(—o<2+2,20()=%0(3+0,1o<2

Exercice 4 (Nouvelle Calédonie mars 2005)
Partie A

A, et B, sont deux points distincts. 4, est le milieu de [4,B,] et B, le barycentre de |(A0, 1);(30;2)}
Pour tout entier naturel n, 4,., est le milieu de [Aan] et B, le barycentre de {(An,l);(Bnﬂ)}

) N
A1 N‘g B1 BO

Lorsque n devient trés grand 4, et B, tendent vers un méme point L

2) La droite (4,B,) étant muni du repére (AO’Z') avec Z:E 0B, , on note u, et v, les abscisses

respectives des points 4, et B, .

u,+v
Comme 4, estle milieu de [Aan] ,onai u, = n2 -
Comme B,,, est le barycentre de {(An,l):'(Bn»z)] ,ona: A, A4,+24,B,=(1+2)4,B,.,
' u,+2v,
On en déduit: v, “:T

Partie B
u,+v, u,+2v,
= 2 et vn+l = 3

On a donc les suites (#,) et (v,) définies par #,=0 | vy=12  u

1) La suite (w,) définie par w,=v,—u, estune suite géométrique de raison s et de premier terme W,=12 |

2u,+4v,—3u,—3v, w
6 G

n

car, WrH—I =vn+l _urH—I =

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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1 ) ) .. )
Comme 0<g <1, la suite (w,) est convergente vers 0, et, W, étant strictement positif, (w,) est une suite

ayant tous ses termes strictement positifs.

Ona: w,= 12-(%) pour tout entier naturel n.

u,+v, v,—u, w, . . .
2) u, . ,—u,= 2 —u,= 2 = > . Comme w,>0 | la suite (u,,) est strictement croissante.
u,+2v, u,—v, w, ) ) o
v, +1_V;1=T_Vn= 3 =—? .Comme W,>0  lasuite (v,) eststrictement décroissante.
3) (u,) étant croissante, (v,) étant décroissante et (v,—u,) convergeant vers 0, les suites (u,) et (v,) sont
adjacentes.

Elles convergent par conséquent vers un méme réel /.
4) Soit (tn) définie par t,=2u,+3v,
Pour tout entier naturel n, ¢,,,=2u, ,+3v, =u,+v, +u,+2v,=2u, +3v, =t
La suite (,) est donc une suite constante (ou stationnaire). Comme #,=36 , pour tout entier naturel n, f,=36
Partie C.
Puisque (u,) et (v,) convergent vers la méme limite /, on a:
lim t,= lim (2u,+3v,)= lim 2u + lim 3v,=214+31=5l1

n—+oo n—+o 71— 00 nt oo
m t,= : 36
Or, nlj’z/loo t,=36 , on en déduit: l=?= 7,2 .

Les points 4, et B, tendent vers le point L d'abscisse 7,2 sur l'axe (AO}')

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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