Nouvelle Calédonie novembre 2006

Exercice 1 i
Loi binomiale: deux issues (S et S) et répétition d'épreuves indépendantes...

X suit la loi binomiale de paramétres n (nombre d'épreuves) et p (probabilité de S) et ¢=1— p (probabilité de
n—k

S):Pour 0<k<n, P(X=k)=(Z) p'q E(X)=np
5
P(M)=—"—=
D) P(M)=1500= 0005

2) a)b) On peut considérer que le nombre d'animaux dans le cheptel est suffisamment grand pour que les choix
d'animaux soient indépendants. X suit donc la loi binomiale 4 (10;0,005) et E(X)=10x0,005=0,05

On a: P(A):P(XZO):(IOO) P"q" avec p=0,005 et g=1- p=0,995

P(4)=0,995" ~ 0,951 a 10 par défaut et P(B)=P(X>1)=1-P(4)=1-0,995" ~ 0,049 &4 10 par
exces. B
3) On sait: P, (7)=0,8 et Py (7T)=0,9

P(T)=0,004+0,0995=0,1035

a) b) ¢) D'apres la formule des probabilités totales: T

P(T)=P(TNM)+P(TNM) 0

P(T)=P(M)XP,(T)+P(M)xP,(T) M

P(T)=0,8%x0,005+0,995x%0,1 /WO/Y 1-0, ~
,005

D'apres la formule des probabilités conditionnelles:
P(TNM) P, (T)XP(M) \ T
P.(M)= =
r(M) PT) PT) 0,995 o
0,8x0,005 _ 0,004
P M 0 D) — 9 ~ \ -3
r(M)==0T035 ~0.1035 ~ 00394 107 par _
€xces. T
Exercice 2

Quelques remarques préliminaires:

au la) z € C le polyndme P(z)=z"—(4+1)z"+(7+1i)z—4 est un élément de C. Si on veut déterminer sa partie
réelle et sa partie imaginaire, il faut poser z=x+iy avec x et y réels. On pourra alors mettre P(z)=X+iY
avec X et Y réels.

Ce qui donne:

X=x'=4x-x(3y"=2y-7)+4-y"—y—4 et Y=-x"(3-y—1)+x(1-8-y)=y’+y*+7-y

Dans 1'exercice, puisqu'on cherche un réel, ona y=0

au 1b): il suffit de chercher les termes de plus haut degré et de degré nul pour déterminer les complexes a et b,
puis, de vérifier 1'égalité.
Partie A

1 a) z2;, € R, donc la partie réelle de 2= (441)z, +(7+i)z,—4 est z,' -4z, +7z,—4 et la partie
imaginaire est —z,"+z,
. ] . . 213—4212-1-721—4:0
z, est une solution réelle de (E) si et seulement si )
-z, +z,=0
La deuxiéme équation se factorise en z,(1—z,)=0
La solution 0 ne convient pas. La solution z,=1 convient.
b) En développant, réduisant et ordonnant (z—1)(z—2-2i)(az+b) et par identification des coefficients, il
vient: gz’ +(b—3a—2ai)Z’+(2a-3b+2ai—2bi)z+2b+2bi=2"—(4+1) 2+ (7 +i)z -4
Onaalors a=1 et b= _2_ 2_2(1_1):—1+i
1+1 2
et il faut vérifier: —1+1-3-21=—4—1 et 2+3-31+2i+21+2=7+i

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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2) le produit est nul si et seulement si ... trois solutions complexes: z,=1 , z,=2+21 | z;=1-1 |
Partie B
1) 2) Dans le repére orthonormal direct (O; %,v) , A(1) B(2+2i) C(1-1i)

2+2i|_[2+2i]_ 22 _ 2+2i _ N aom [ m\_m
= T =2 et arg—— =arg(2+21i)—arg(l 1)—4 1173 [ 277 ]
2421 im/2 a2
=2
- y
On peut aussi réduire le quotient: o B
2+2.i=2(1+i)(l+i):...:2i=2e"”’2 -
-1 2
Interprétati fométriaue: 12+2i|_|2+2i] _ OB
nterprétation géométrique: T o ocC
OB=20C .
arg(2+2i)—arg(1—i)=(ﬁ;5§)—(ﬁ;5€')=(5€';5§)=%
[27]
OBC est un triangle rectangle, indirect et non isocele en O.
3) Les calculs précédents ont aussi montré: (5;573):% et D N
— 0 A 2 X
(ﬁ;oc):—%
Or, 1=04 La droite (OA) est donc bissectrice de
l'angle BOC du triangle OBC .
4)  L'affixe Zp de D est définie  par: T C
ZD_Zc:eiimz(Zo_Zc):_ix(_zc)

2= (14+)(1-i)=2
5) On a alors: (C%;EB)Z—% [271] et comme (55,523):% [27r] les droites (CD) et (OB) sont

paralleles.
Le quadrilatétre OCDB est un trapéze rectangle; comme on a montré OB=20C et que CO=CD, ce n'est
pas un rectangle.

Exercice 3

1 2
uOZE et un-%—]:E un+u_n
) e 1 2
1 a)b) ffonction définie sur |0;+oo[ par f(x)—z x+;
2 —V2)(x++2
f, est dérivable sur |0;+oo| et f’()c)zl 1—% _Lfx 22 _1 (x= )(2x V2)
2 X 2 X 2 X

Puisque x>0 le signe de f'(x) estceluide x—+2, dou, ....

fest strictement décroissante sur ]0;v/2] et strictement croissante sur [v2;4oo|

Elle atteint donc son minimum en 2 et ce minimum vaut f (\/E) =2

Représentation graphique: respecter les unités. (Tangente "horizontale"... on peut remarquer: Asymptote

) 1 . . , .
d'équation y¥== X et pour b), construire la droite d'équation y=x )

2
2 a) Raisonnement par récurrence:
e e 1/1 9 = e,
initialisation: U= 54‘4 2222,25 u, =2 est vérifiée

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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hérédité: soit un entier naturel non nul & tel que u,>V2 | B
up=f(u,) fstrictement croissante sur [2;+oo| et u,=v2 implique f (u,)=> f(V2)
onadonc: u, = V2 La proposition est héréditaire
conclusion: D'apres 1'axiome de récurrence ...

) _
b) £ (x) xm gl I ox_(2-4")_ (V2-x)(V2+x)

2 x T x

x 2 2x 2x

Si x>+2 alors V2—x<0 , V2+x >=0et 2x>0.

On obtient: f (x)—x<0 ,d'ou,si x=v2 , f(x)<x

¢)d) Comme f (u,)=u,,, et que f (u,)<u, d'apres 2b), la suite (u,) est décroissante et elle est minorée par
V2 , elle est donc convergente vers un réel / supérieur ou égal & /2

3) fest définie et continue sur 10;+o| et la suite (u,) converge vers /, donc, la suite u,,,=f (u,) converge
vers f (7). Or (u,,,) converge comme (u,) vers /. Conclusion /= f(/)

: 1 2
[ est donc la solution sur |0;+o0[ de x=o x+;
Le calcul du 2b) montre que la solution positive est /2 . I=V2
)
y \ 7

\ ,

7
/
i~

Ho

/

Exercice 4

Premiére partie

1) Le plan (P,) estle plan (ACD) 2) La droite 4, contient le point D

3) la droite 4, est incluse dans le plan (P;) 4) A, et A, sontsécantesen /(3;0;10)
x=2t

5) La représentation paramétrique de (P,) N(P,) est { y=t
z=3+6t¢

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Preuves: Appartenance des points a ...

x=—1+¢ x=T74+2t'
Point (P):7x+4y-3z+9=0 (P,):x—2y=0 A {y=—8+2t Ay L y=8+41'
z=—10+5¢ z=8—1¢'
A(0;0;3) V7r;<iO+4><O_3X3+9:0 0-2X0=0 vrai Si t=1 ... Faux si t'=—2 ... Faux
B(2;0:4) | TX2TAXO=3XAHI=0 15 500=0 faux | Sif=4. Faux | Si¢'=—2 .. Faux
Faux
C(—1;1;2) 7X(_1)+4X1._3X2+9:O —1-2X1=0 Faux Si t=0, Faux Si t'=6 ... Faux
Vrai
D(1;-4;0) 7X1+4X(_4)._3X0+9:O 1-2x(-4)=0 Si t=2 ..., Vrai si t'=8 ... Faux
Vrai Faux
-1 |1
1) 4, C, D sont des points de (P,) et AC| 1 | et AD|—4| ne sont pas colinéaires, d'ou, 1c)
-1 -3
1 7
3) Un vecteur directeur de A, est ;|2 | et un vecteur normal & (P,) est 7, 4 |.Comme u; 7, =..=0, les
5 -3

vecteurs sont orthogonaux. A, et (P,) sont paralléles. Or D est commun aux deux d'ot 3b).

On peut aussi vérifier que quelque soit le paramétre ¢, I'équation du plan est vérifiée:
T(—14+1)+4(-8+2¢)-3(-10+5¢)+9=-7-32+30+9+7¢+8¢—15¢t=0

—14+t=7+2¢'
4) Le systtme {—8+2¢=8+4t'. En faisant la ligne (2) + 4Xligne (3), il vient: t=4, puis ¢'=—2 et en
—10+5¢=8—¢'
remplacant dans la ligne (1), —1+4=7+2X(-2) est vérifiée. Le point 7(3;0;10) de paramétres respectifs
t=4 et t'=—2 estun point commun a 4, et 4, . Comme le point D est un point de 4, etnon de 4,, les
droites sont sécantes (donc coplanaires). (Réponse 4c¢))
3 _ y=t x=2t
5) Le systeme |~ “;4{ 03 2970 (quivauta {x=21 équivauta {y=t  d'ou 5b)
XTer= TX2t+4X1—32+9=0 z=3+61¢
Deuxiéme partie
1) Dans le repére orthonormal (O i,/ .k) ,
1
M (x;y;z) estun point de (D) passant par 4(0;0;3) et de vecteur directeur #| 0 | si et seulement si il
-1
. x—0=a
existe un réel atel que AM =a u sietseulementsi {y—0=0
z-3=-a
0
et M'(x";y";z") estun point de (D') passant par B(2;0;4) et de vecteur directeur V| 1| si et seulement si
1

Il
SO

x'=2
il existe unréel b tel que BM '=b V sietseulementsi {y'—0
z'-4

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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x'—-x=2-a
Onaalors: MM ' {y'—y=b
z'—z=44+b+a-3=1+a+b
2) (MM ') 1 (D)si et seulement si MM '-7i =0 si et seulement si (2—a)X1+bX0+(1+a+b)X(—1)=0 si et
seulement si 2a+b=1
(MM ') L (D" si et seulement si MM '-v=0 si et seulement si (2—a)X0+bX1+(1+a+b)X1=0 si et
seulement si a+2b=-1
2a+b=1
a+2b=-1
3) Le couple solution de ce systéme est (1;—1) (Par exemple en faisant 2xligne(1)-ligne(2), on a: 3a=3 ...
Lorsque a=1, on obtient le point H(1;0;2) de (D). Lorsque b=-1, on obtient le point H'(2;—1;3) de
(D). HH *=(2-1)+(-1-0)*+(3-2)*=3. HH'=\3
4)a)b) MM "=(2—aV+b +(1+a+bV=4—4a+a’+b"+1°+2(a+b)+(a+b)
MM P=3+1-2a+d’+b’+2b+1+(a+b)=3+(a—1)+(b+1)’+(a+b)
(a+b)*=0
Cette somme est minimale lorsque {(a—1)°=0. Ce systéme a pour solutions a=1 et b=-1. On retrouve
(b+1)°=0
donc les points H et H' et dans ce cas, MM =3 .

(MM ') est perpendiculaire a (D) et a (D’) si et seulement si

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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