Antilles Guyanne septembre 2008 exercice 3

EXERCICE 3 7 points Commun a tous les candidats
Soit f'la fonction définie sur IR par :

4e”
e +3

Jx)=x+2-

On désigne par € sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repére orthonormal (O; 2‘,}') d’unité
graphique 2 cm.

1. a. Déterminer la limite de f'en —oo.

. 1 X N .
On sait: hmoo € =0, d'ou, successivement:
xX——

lim 4e’ =0, lim e™+3 =3 lim 2 —
X——00 X——© - ex+3
Comme 1M x+2 — o jj vient: lim f(x) =

b. Démontrer que la droite &); d’équation y = x +2 est asymptote a la courbe € .
D'aprés ce qui précede: f(x) =x + 2 + ¢p(x) avec xlili b (x) - 0 Ce qui prouve le résultat.
c. Etudier la position de € par rapport a 9, .

_ 4e
¢(X)— ex+3 .

2. a. On note f ' la fonction dérivée de /. Calculer /' (x) et montrer que, pour tout réel x, on a :

 4e’(e'+3)-e'x4e’ _ (e'+3)-4e"(e"+3-¢")

Comme e* >0, on a: ¢p(x) <0, d'ou, € au-dessous de ¥,

' =1 = =
f (X) (ex+3)2 (ex+3)2
_(eP+6e'+9-12¢" _ (e -3 _ [e*-3)
(e"+3) (e*+3) e +3

b. Etudier les variations de f'sur R et dresser le tableau de variations de la fonction f'.

Il est évident que la dérivée 1 (x) est positive (elle s'annule en I'unique valeur In 3), donc, que la fonction fest
strictement croissante sur IR.

3. a. Que peut-on dire de la tangente ¥, a la courbe €’ au point / d’abscisse In3 ?
Comme /' (In 3) = 0, la tangente a € en I(In 3; f(In 3)) est parall¢le a l'axe des abscisses.

4x3
Son équation est y=f(In 3) =In3 +2 — 313 In 3

b. En utilisant les variations de la fonction £, étudier la position de la courbe €’ par rapport a &, .
On a montré que f ¢tait strictement croissante sur IR, d'ou,
Six > In 3 alors f(x) > f(In3) et, la courbe € est au-dessus de &, sur [3; +oo[

Six <In 3 alors f(x) <f(In3) et, la courbe € est au-dessous de ¥, sur ]—o; 3]

Résumé dans le tableau de variations:
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X —0 In3 +o0
S'&) + N
+00
Jx)
_w
Signe de ~ N
f(x)—In3
fZIZZ'\?Z € au-dessous de ¥, € au-dessus de 9,

. . , ) 1
4. a. Montrer que la tangente &J; a la courbe € au point d’abscisse 0 a pour équation : y = — x +1.

4
1 . .
f0)=..= 1 et f{(0) =... =1, ce qui prouve le résultat.
b. Etudier la position de la courbe € par rapport  la tangente &5 sur I’intervalle ]—oo; In3].
. . . ) 1
Il s'agit d'étudier le signe de la différence d(x) = f (x) — Zx+1
1 .

Onaalors: d'(x)=f"(x)— 1 > buis, d"x)=f"(x)

iy e . e 12¢"(e"-3)
On pourra utiliser la dérivée seconde de fnotée /" définie pour tout x de R par : /"' (x) = W

e

Calcul de la dérivée seconde: (Pour l'entrainement)

o (e7=3)

I'0 = orar

La dérivée du numérateur N(x) = (¢*—3)" est N'(x) =2¢" (&' —3)

La dérivée du dénominateur D(x) = (¢"+3)" est D'(x) =2¢" (e +3)

e 2e"(e"=3)(e"+3)—2e"(e'+3)(e* = 3) _ 2¢"(e"-3)(e"+3)(e"+3-¢e"+3) _ 12¢" (e —3)
(e*+3) (e*+3) (e'+3)

Six<In3alors ¢* —3 <0 eten ce cas, la dérivée d " (x) <0,

d'ou, la fonction dérivée premicre d ' est strictement décroissante sur ]—oo; In3].

Or, f'(0) = % , d'owt, d'(0) = 0

Six<Oalorsd'(x)>d'(0)etsiln3 =>x>0alorsd '(x)>d'(0)

Onadonc: d '(x)>0sur ]—oo; O[ et d ' (x) <0 sur ]0; In 3]

La fonction d est par conséquent strictement croissante sur ]—oo; 0] et strictement décroissante sur [0; In 3]
d admet son maximum en 0 et ce maximum est d(0) =0

Conclusion:

d(x) < 0 sur ]—o0; In3]

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre 1'éclair et la luciole." Mark Twain
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la courbe € est au-dessous de la tangente &; sur ’intervalle ]—oo; In3]

Résumé dans un tableau:

x B 0 In 3
(e8]
d"(x)="(x) - -
d'(x) \6\>
d'(x)=f"(x)— 1/4 + 0 -
0
dix) =flx)—(1/4x + 1) / \
Signe de d(x) — 0 —
Position de € par rapport a au-dessous au-dessous

5. On admet que le point 7 est centre de symétrie de la courbe € .

Tracer la courbe €', les tangentes &, &5 et les asymptotes a la courbe € .On rappelle que 1’unité graphique
choisie est 2 cm.

y /
/
/l
/
/ /
y
/o) 7 —
7/
-
/
/ //
// 4//
1
7 vl
1 |
- 7 |
~—— // 7 :
— L~ 7/ :
pd v :
v ’ I
/ 1 -
e 1 A ] 1 |x
7/
// /
7
7/
7/
-
v +
/
/
/
/
7 o)
/
/
7’

La courbe €’ en magenta, la tangente &), en rouge, la tangente &5 en bleu, 1'asymptote &, et sa symétrique &',
par rapport a / en vert.

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre 1'éclair et la luciole." Mark Twain
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X

6. a. Déterminer une primitive de la fonction g définie sur R par : g (x)= 3
e

Posons u (x) = ¢* + 3.
On aalors: u' (x) = ¢* etu (x)>0.
Une primitive de g est par conséquent G: x — In(¢* +3)+CouCe R

b. Soit A un réel strictement négatif.
On note .4 (1) I’aire, en unités d’aire, du domaine limité par &,, € et les droites d’équations x = A et x = 0.
Montrer que A(A) = 4 Ind—4 In( e + 3).

Puisque sur [A; 0], f(x) < x + 2, et, en remarquant que (x + 2) — f(x) = 4g (x),
0 0

laire AA) = [ (x+2-f(x))dx =4 [g(x)dx =4 [In(e*+3)] =4(n4—In(e" +3)) ua

A A

. 4 .
c. Calculer 1M A (A) = 4In4-4In3=41n = puisque Allri ¢' = 0 et que la fonction In est continue en 3.

A—>—© 3
4
¥ ]
~ /7
/
/
/
L
-
2 -
— | b
L1 // 7 :
// // 4 E
/ Vs ]
/ 1 A
13 > -1 q X
/
// //
A .
A ‘
.
y 1
/
/
/
/
/ o)
/
/
7/
/
7/
3
Complément:

Pour étudier la limite en +o0, on factorise e” ...
1

f(x)=x+2-4x

3
1+
e
Ce qui montre en méme temps que la droite d'équation y = x — 2 est une asymptote a .

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre 1'éclair et la luciole." Mark Twain
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