Liban juin 2004

Exercice 3 4 points Commun a tous les candidats
1. Soit x un nombre réel positif ou nul et k£ un entier strictement supérieur a x.
n k
a. Montrer par récurrence sur z# que, pour tout entier n supérieur ou égal a £, k—' < % .
n! !
Comme n > k, l'initialisation se fait pour n = £.
k k
Initialisation: » = k& donne I < I Ce qui est vrai
g : Kk
Hérédité: Soit un entier n > k tel que — < il
n! !
i n+1
Evaluons ————
(n+1)!
kn +1 _ k % kn
(n+1)!  n+l1 p!
. . . k
Orn+1 = k (entiers strictement positifs), d'ou, 0 < P <1
: : , Kok
D'apres I'hypothése de récurrence: — < T
n! !
En multipliant membre-a-membre les deux inégalités de méme sens de nombres positifs, il vient:
k kn kk ) kn +1 kk
— X — S — ,s0itl ——— S —
n+1 pn! k! (n+1)! k!
Conclusion:
n k
D'apres 1'axiome de récurrence: la propriété k—' < % est vraie pour tout entier n = k.
n! !

. . . g X s
b. En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égal a £, < (1) X il

n

11 suffit de remarquer que X -
X

n

n n k
\ X
D'apres 2a), on a alors: —, X i < L .
X n! k!
. e X . .

En multipliant les deux membres de l'inégalité par (%) = I ), et, en réorganisant,

n n n k n n n k
x—Xx—Xk—<k—X X ,soit,x—< X)x ko
k" x" n! k! k n! k k!
c. Montrer que lim =0

n— —+oo n !
. . X
Onsait; k>x = 0,d'ou, 0 < T <1
On a alors: lim (ﬁ) =0
n—+ow k
k n kk
En multipliant par la constante — ,ona: lim (= | X-— =0
k! noto\ k| k!
x" x\" K . . Lo X"
Comme 0 < — < T X %1 on obtient d'apres le théoréme des gendarmes: lim - = 0
n. . n— +oo n.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
173 D:\docs_lycee 08_09\TS\annales\liban_juin 2004.odt 25/05/09




Liban juin 2004

n—1

n

2) a. Montrer que, pour tout entier # supérieur ou égal a 2, = 1.

n—1

(on pourra écrire comme un produit de n —1 facteurs supérieurs ou égaux a 1).

n!
n—1
n nxXnX...Xn n.o_n_ anl(ﬂ | fact crateur)
= = = e XX = an— 1 facteurs n au numérateur
n! nX(n—1)X...X2xX1 n n-1 271 Y
Or, les facteurs T avee 2 < k < n sont tous supérieurs ou égaux a 1), donc, le produit est supérieur ou égal a 1.
n—1
Conclusion: pour tout entier n supérieur ou égal a 2, ' = 1.
n!

n
b. En déduire que lim — =T
n— +ow n.

n n—1 n

n n \ \ n
= x n, d'ou, d'apres 2 a), -~ = n.
n!

n!  n!

n

Les théorémes de comparaison menent a:  lim 2 = oo,
n— —+oo n .
Exercice 4 Liban juin 2004
2
fdéfinie sur R par f(x)=x+In 4+m

(C) sa représentation graphique.

=0 dopc 1M (x)=+o0

X +o0

. . X_ .
1) On a successivement: lim e =+oc0= lim —
X— +ow x>+ € +

lim e=0= lim —2 1=2 donc 1im /' (x)=—c0

X— —0 x—o—w € +

—olna+ 2 et o)

l+e"+e "+1

+—x+In4+

2) f(x)+f(=x)=x+Ind+—

e +1

S (x)+f(=x)
2

e +1

pour tout x€ER , —x€R et =1+In4 | d'ou, le point A4(0;1+1n4) est centre de symétrie de

(©)

3) fest la somme des fonctions u:x+=>x+In4 etde vV:x—= —;
e

dérivables sur IR , donc, f'est dérivable sur

+1
—2e¢" _e'4+2e'+1-2e"_ & '+1
R et, pour tout x réel, f'(x)=1+— c 2=e i : © - ex -
(e"™+1) (e*+1) (e"™+1)
Puisque pour tout x réel, f '(x)>0 , fest strictement croissante sur R .
X —® +o0
S(x) +
400
A
—00

4 a) fest dérivable sur IR , donc continue sur R
fest strictement croissante sur IR

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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donc, fréalise une bijectionde || sur |lim f(x); lim f(x)] = R

X ——oo X— 4w
Par conséquent, pour tout m€R | 'équation f (x)=m admet donc une solution unique dans R.
b) Soit f(a)=3 f(1,1)=2,98 a 107* préset £(1,2)=3,04 a 107> prés
Onadonc, f(1,1)<f(a)<f(1,2) et comme fest strictement croissante 1,1<a<1,2
c)Comme f(a)+f(—a)=2+2In4 et f(a)=3 ,ona: f(—a)=—1+2In4

5)a) f(x)=x+In4+ S NPIIEA il VP I S 1
e’ +1 e +1 e'+1
En +oo , lim o1 =0 , d'ou, ladroite A d'équation y=x+In4 est asymptote a (C)
xX— +o0
. 2¢" . .
En —o , lim le =0 , d'ou, la droite A' d'équation y=x+2In4 est asymptote a (C)
x——o €
2
De plus, le signe de e étant toujours strictement positif, (C) est strictement au-dessus de A
) _ —2¢
Complément: (C) est strictement en-dessous de A', car, 1 <0
e

6 a) Soit o« un réel positif. I(o<)=f | f(x)—x—In4|dx

0
Comme f (x)>x+In4 | lintégrale I(x) représente l'aire, en u.a., comprise entre A, (C) et les droites
d'équation x=0 (axe des ordonnées) et x =

b) f(x)=x—In4=2—- 2¢
e'+1

X
X

Posons u(x)=e¢*+1 , d'ou, u'(x)=¢

et comme e¢'+1>0 , on en déduit qu'une primitive de x> 1
est x> In(e"+1)

[{e)=[2x—2In(e"+1)] 0 =2x—2In(e"+1)—(0—21In2)=2[In (") ~In (" +1)+In2|=21In eﬁi
Propriétés utilisées: Pour tout x réel, In(e")=x et, pour tout a>0 ,tout b>0 , In(ab)=In(a)+In(b) ,

ln(%)=lna—lnb

=leln = =e"=
e"+1 e"+1 _2 e“+1
a_ Ve Ve 1

Onen tire: e¢*(2—ve)=Ve S = Ve 0<=1n2_\/E ou encore o<=5—ln(2—\/;)

o) I(x)=1=2In 2e 2e 1 2e 2 Je

Une valeur approchée de «a 10" prés est: «=~1,5

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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