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Partie A: ROC
f et g continues sur [a ; b], donc, g – f continue sur [a ; b]. (Existence de l'intégrale)
Si pour tout t ∈ [a, b], f(t)  g(t) alors  pour tout t ∈ [a, b], g(t) – f(t)  0

D'après la deuxième proposition, on a: ∫
a

b

g t – f t d t   0   (positivité de l'intégrale)

et, d'après la première proposition, on obtient: ∫
a

b

g t d t  – ∫
a

b

f t d t   0. (Linéarité de l'intégrale)

Finalement: Si pour tout t ∈ [a, b], f(t)  g(t) alors ∫
a

b

f t d t   ∫
a

b

g t d t

Partie B
Soit n un entier naturel non nul.

On pose : fn la fonction définie sur [0; +∞[ par fn (x) = ln(1 + xn), In = ∫
0

1

f n xd x  et Cn la courbe de fn dans un 

repère orthonormal O ; i ,j  .

1) a) f1 (x) = ln(1 + x)
lim

x∞
1 x  = + ∞ et lim

x∞
ln x  = +∞, d'où, lim

x∞
ln 1x   = +∞.

b) Une méthode:

 f1 étant la composée de la fonction affine x   1 + x strictement croissante sur [0; +∞[ à valeurs dans [1; 
+∞[ suivie de la fonction ln strictement croissante sur [1; +∞[, est strictement croissante sur [0; +∞[ .

Une autre méthode: 

La fonction f1 est de la forme ln ° u avec u (x) = 1 + x. 

u est dérivable et strictement positif sur [0; +∞[, donc, f1 ' (x) = 
1

1x  qui est strictement positif sur [0; +∞[, 

d'où, f1  est strictement croissante sur [0; +∞[ .

c) Calcul de I1 = ∫
0

1

ln 1x d x  par intégration par parties.

On pose: u (x) = ln(1 + x) et v' (x) = 1

d'où, u' (x) = 
1

1x  et v (x) = 1 + x            

u, v sont des fonctions dérivables à dérivées continues sur [0; 1] 

Par I;p.p. ∫
0

1

ln 1x d x  = [ln 1x ×1 x ]0
1

– ∫
0

1 1x
1x

d x  = 2 ln2 – 0 – ∫
0

1

1d x  = 2 ln2 – 1 

Autre choix pour la fonction v: 
 v (x) = x 

∫
0

1

ln 1x d x  = [ln 1x × x ]0
1

– ∫
0

1 x
1 x

d x  = ln 2 – 0 – [ ∫
0

1

1d x  – ∫
0

1

1 x d x  ] 

                                                                                  = ln 2 – [x]  0
1  + [ ln 1 x ]0

1  = ln2 – 1 + ln2 – 0 = 2 ln2 – 1 

Comme f1(0) = ln 1 = 0 et f1 strictement croissante sur [0; +∞[, f1(x)  0 sur [0; 1].
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I1 est la mesure d'aire en u.a. du domaine du plan délimité par C1, par l'axe des abscisses, par l'axe des 
ordonnées et la droite d'équation x = 1.

2) a)  x ∈ [0; 1], n ∈ ℕ*.
Si 0  x  1 alors 0  xn  1
                     alors 1 1 + xn  2                    Comme ln est strictement croissante sur [1; 2], et que ln 1 = 0, on 
obtient: Si 0  x  1 alors 0  ln(1 + xn)  ln 2
L'intégration sur [0; 1] conserve l'ordre, d'où,

0  In  ∫
0

1

ln 2 d x  et comme ∫
0

1

ln 2d x  = ln2 ∫
0

1

1d x  = ln 2

on a: pour tout n entier naturel non nul, 0  In  ln2
b) Variations de la suite (In).
 x ∈ [0; 1], n ∈ ℕ*.
Si 0  x  1 alors 0  xn+1  xn  1
D'où,  Si 0  x  1 alors 1  1 +  xn+1  1 +  xn Comme ln est strictement croissante sur [1; 2], et que ln 1 = 0, 
on obtient: Si 0  x  1 alors 0  ln(1 + xn+1)  ln (1 + xn)
L'intégration sur [0; 1] conserve l'ordre, d'où,
In+1  In 
La suite (In) est décroissante
c) La suite (In) étant décroissante et minorée par 0 est convergente.

3) g est définie sur [0; +∞[  par g (x) = ln(1 + x) – x

a) pour tout x  0, g' (x) = 
1

1x  – 1 = 
– x

1x  qui est négatif sur [0; +∞[.

La fonction g est par conséquent décroissante sur [0; +∞[.
b) Comme g(0) = ln1 – 0 = 0 et que g est décroissante sur [0; +∞[, on a:
pour tout x  0, g (x)  0.

Cette inégalité s'applique à tout réel positif ou nul, elle s'applique donc à xn, d'où, g (xn)  0
On vient de montrer que, pour tout x  0, ln(1 + xn)  xn 
c) L'intégration sur [0; 1] conserve l'ordre, d'où,

In  ∫
0

1

x nd x .

∫
0

1

x nd x  = [ 1
n1

xn1]
0

1

 = 
1

n1

Comme lim
n∞

1
n1  = 0, et que 0  In  

1
n1

La suite (In) converge vers 0
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Exercice 2         5  points

1) VRAI
Preuve:

Un vecteur directeur de la droite est u   1
– 2
3   et un vecteur normal du plan est n  1

2
1 .

Comme u⋅n  = 1×1 + (–2)×2 + 3×1 = 0, les deux vecteurs sont orthogonaux.

La droite est donc parallèle au plan.

Le point A(2; 0; –1) est un point de la droite mais n'est pas un point du plan.

La droite est donc strictement parallèle au plan.

2) FAUX
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Preuve:
Un contre-exemple:
Il peut paraître évident que le point A(3; 0; 0) vérifie les trois équations et en ce cas, on a montré que les plans 
avaient au moins un point commun.

Autre méthode: (On ne voit pas immédiatement de contre-exemple)

Étude du système { x – 2 y3 z=3
2 x3 y – 2 z=6
4 x – y4 z=12

 L1

L2

L3


{ x – 2 y3 z=3
2 x3 y – 2 z=6
4 x – y4 z=12

 ⇔ {x – 2 y3 z=3
– 7 y8 z=0
– 7 y8 z=0

  L1

2 L1 – L2

4 L1 – L3
  

Les deux dernières équations sont équivalentes, d'où, ce système a une infinité de solutions.

Il suffit d'en choisir une pour prouver que la proposition est fausse.

Par exemple: y = z = 0 x = 3 (on retrouve le point A)

ou encore  y = 8, z = 7; x = –2

Le point B(–2; 8; 7) est un point commun aux plans (P), (P') et (P'').
Complément:
L'intersection de ces trois plans est une droite.

Une représentation paramétrique de cette droite est  (en posant par exemple: z = 7t)

{x=3– 5t
y=8 t
z=7 t

 t ∈ ℝ.

3) VRAI
Preuve:
Le point I (5; 0; –5) de paramètre –1 dans chacune des équations est commun aux deux droites.

Un vecteur directeur de la première droite est: u  – 3
1
2  .

Un vecteur directeur de la deuxième droite est: v   2
2

– 1.
Les deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc, les droites ne sont pas parallèles.

Elles sont soit sécantes, soit non coplanaires.

Résolution du système: { 2– 3 t=72u
1t=22u

– 32 t=– 6 –u
 L1

L2

L3
  
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On peut remarquer qu'en ajoutant membre-à-membre, on obtient: 0 = 3 + 3u, soit: u = –1.

En remplaçant, u par – 1, il vient:

{ 2 –3 t=5
1t=0

– 32 t=– 5
 , soit t = –1 pour les trois équations.

4) VRAI
Preuve:

Les vecteurs AB   2
4

– 2  et AC   4
– 4
– 4  ne sont pas colinéaires.

Les points A, B, C définissent donc un plan.

Les coordonnées de A vérifient l'équation x + z = 1

Les coordonnées de B vérifient l'équation x + z = 1

Les coordonnées de C vérifient l'équation x + z = 1

Complément:

Si l'équation du plan n'est pas donnée, on peut faire: AB  = 2 u  avec u  =  1
2

– 1  et AC  = 4 v  avec v   1
– 1
– 1  

Pour tout M(x; y; z) de l'espace, on a: AM  =  u  +  v               et  réels.

On en déduit: {x=– 1
y=2– 

z=2 – –  L1

L2

L3
  

En faisant L1 + L3, on obtient: x + z = 1

5) FAUX
Preuve:

Les vecteurs AB   3
0

– 3  et AC   5
– 2
2   ne sont pas colinéaires.

Or, 

si C peut s'écrire comme barycentre de A et B, alors les points A, B, C sont alignés.
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Exercice 3         5  points

1) Ne pas hésiter à faire un arbre de probabilités.

a) La variable aléatoire prend la valeur –1 dans le cas où le tirage des deux boules donne une noire et une 
blanche.

En notant B (boule blanche) et R (boule rouge) , et, en numérotant 1 et 2 dans l'ordre des tirages

P(X = –1) = P(B1R2 ou R1B2) 

                 = P(B1R2 ) + P(R1B2) = P(B1)×PB1(R2) + P(R1)×PR1(B2)
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                     = 
10

10n  × 
n

9n  + 
n

10n  × 
10

9n   = 
20n

10n9n

b) Dans le cas où les deux boules sont blanches, on a:

P(X = 4) =  P(B1B2) = 
10

10n  × 
9

9n  = 
90

10n9n  

Dans le cas où les deux boules sont noires, on a:

P(X = –6) =  P(R1R2) = 
n

10n  × 
n−1
9n  = 

n n−1
10n9n  

c) E(X) = (–6)×
n n−1

10n9n  + (–1)×
20n

10n9n  + 4×
90

10n9n

                = – 6n26 n– 20 n360
10n9n

 = – 6n2 – 14n360
10n9n

 

d) n étant un entier naturel supérieur ou égal à 2, le dénominateur est strictement positif.

Le signe de E(X) est celui du numérateur (second degré).

Ce numérateur est positif (signe contraire de –6 coefficient de n²) pour les valeurs de n entre les racines.

discriminant  = b² – 4ac = (–14)² – 4×(–6)×360 = 8 836 = 94²

Les racines sont n1 = 
– – 14– 94

2×– 6  = 
20
3  et n2 = 

– – 1494
2×– 6  = –9 

E(X) > 0 pour n ∈ {2; 3; 4; 5; 6}
Remarque: on peut contrôler en traçant la courbe représentative de la fonction x    –6x² – 14x + 360

2) Soit Y la variable aléatoire donnant le nombre de boules rouges obtenues lors de ces vingt tirages.
 Les tirages successifs avec remise et indépendants correspondent au modèle donné par la loi binomiale de 

paramètre n = 20 et p = P(R) = 
n

10n .

P(Y  1) = 1 – P(Y = 0) = 1 – 20
0   n

10n
0

1– n
10n 

20

 = 1 –  10
10n

20

 

1 –  10
10n

20

 > 0,999  ⇔  10
10n

20

 < 0,001                    (on applique ln strictement croissante)

                                        ⇔ 20 ln 
10

10n  < ln 0,001              

                                        ⇔ ln 
10

10n  < 
1
20  ln 0,001                  (on applique les propriétés du ln )

                                        ⇔ ln 
10

10n  <  ln  1
10001 /20                        (on applique exp strictement croissant)e)

                                          ⇔  
10

10n  <  1
10001 /20                          10001/20 = 103/20 et 10 = 1020/20

                                          ⇔ 10 + n >  1023/20 
                                          ⇔ n >  1023/20 – 10
La calculatrice donne 4,12 comme valeur approchée de 1023/20 – 10 
La valeur minimale de n est 5.
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3) a) P(Z  50) = ∫
0

50

0,01e– 0,01x d x  = [–e−0,01x ]0
50  = – e–0,5 + 1 = 1 – 

1
e

    (≈ 0,39)

b) On reconnaît une loi exponentielle (loi de durée de vie sans vieillissement), 

d'où, PZ50(Z   60) = P(Z  10) = ∫
0

10

0,001e– 0,01d x  = [−e– 0,01 x]0
10  = –e–0,1 + 1 = 1 – e–0,1                (≈ 0,095)

ou encore 

 PZ50(Z   60) = 
P Z50∩Z60

P Z50  = 
∫
50

60

0,01e– 0,01 x d x

1–∫
0

50

0,01 e–0,01 x d x
 = 

[– e– 0,01 x ]50

60

1 – [– e– 0,01 x ]0
50  = – e– 0,6e– 0,5

1– e– 0,5 – 1
 = 1 – e–0,1

Exercice 4         4  points

1) u1 = 
1
3 u0 + 0 – 2 = 

1
3  – 2 = – 

5
3.  

u2 =  
1
3 u1 + 1 – 2 = – 

5
9  – 1 = – 

14
9

u3 =  
1
3 u2 + 2 – 2 = – 

14
27

2a) Démonstration par récurrence:
Initialisation:

Soit n = 4       u4 =  
1
3 u3 + 3 – 2 = – 

14
81  + 1 = 

67
81 . Par conséquent , u4 > 0

Hérédité:
Soit un entier n  4 tel que un  0
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un+1 = 
1
3 un + n – 2.

Comme n  4, n – 2  2

Comme un  0, 
1
3 un  0.

La somme de termes positifs est positive d'où un+1  0.

On a montré: si n  4 et si un  0 alors un+1  0

Conclusion:
D'après l'axiome de récurrence, pour tout n  4, un  0

b) Remarquons que pour n  5, n – 1  4 et un = 
1
3 un-1 + (n – 1) – 2

Si n  5 alors un-1  0, d'où, 
1
3 un-1  0 

                                                  
1
3 un-1 + (n – 1) – 2  n – 3 

                                                 un   n – 3

c) Comme lim
n∞

n – 3  = +∞ et un  n – 3 alors lim
n∞

un  = +∞.

3) n∈ℕ, vn = –2un + 3n – 
21
2 , soit: un = 

– v n3n – 21
2

2
 = 

– 2 vn6 n– 21
4

a) vn+1 = –2un+1 + 3n – 
21
2  = –2(

1
3 un + n – 2) + 3n – 

21
2  = – 2

3  un + n – 
13
2  

vn+1 =  – 2
3 (

– 2 vn6 n– 21
4

) + n – 
13
2  = 

1
3 vn – n + 

13
2  + n – 

13
2  = 

1
3 vn

(vn) est donc une suite géométrique de raison 
1
3  et de premier terme v0 = –2×u0 +3×0 – 

21
2  = – 

25
2 .

b) On peut donc écrire vn = v0× 1
3 

n

 = – 
25
2 × 1

3 
n

On a alors:  –2un + 3n – 
21
2  = – 

25
2 × 1

3 
n

,

soit: un =  
25
4 × 1

3
n

 + 
3
2 n – 

21
4 .

c) Sn = ∑
0

n

uk  

On peut écrire un sous la forme  
25
4  wn + 

3
2  n – 

21
4
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où (wn) est la suite géométrique de raison 
1
3  et de premier terme 1.

En faisant la somme terme à terme et en factorisant, on a: Sn = 
25
4  ∑

0

n

wk  + 
3
2  ∑

0

n

k  – 
21
4  ∑

0

n

1  

∑
0

n

wk  = 
1 –1

3
n1

1 – 1
3

 = 
3
2 ×(1 – 1

3
n1

)          Somme de n + 1 termes consécutifs d'une suite géométrique

∑
0

n

k  = 
nn1

2                              Somme de n + 1 termes consécutifs d'une suite arithmétique

∑
0

n

1  = n + 1

Conclusion: Sn = ∑
0

n

uk  = 
25
4 × 

3
2 ×(1 – 1

3 
n1

) + 
3
2  

nn1
2  – 

21
4 (n + 1)

                   Sn = – 
25
8 × 

1
3n  + 

3
4 n² – 

9
2  n + 

33
8  

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !"  Hilbert, David 
                                                                                                au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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