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Partie A - Restitution organisée de connaissances :

Soit a et b deux réels tels que @ <b et [ et g deux fonctions continues sur |'intervalle [ﬂ,b}.

On suppose connus les résultats suivants :

. ftﬂ%+guﬂdn=ffEMr+fgum:. .
« Sipourtout t&[a,b], f(£)=0 alors I:f{r]d.r;ﬂ,

Montrer que : si pour tout f € [f:,b], f(t)< g(t) alors rf(r)d t = Jbg{r]df i

Partie B

Soit # un entier naturel non nul. On appelle f, la fonction définie sur [D,+c£:{ par f (x)=In(l+x") eton
L
pose [, = Lln(1+ x”:ldx_

On note C, la courbe représentative de f, dans un repére orthonormal (G‘; i j] €

1. a. Déterminer la limitede f, en +o0,

b. Etudier les variations de .2 5ur['|:|,+-::o[.

¢. A l'aide d’une intégration par parties, calculer [, et interpréter graphiquement le résultat.

x 1
(Pour le calcul de /|, on pourra utiliser le résultat suivant : pour tout x € ['D,l], =]l-—
x+1 x+1
2. a. Montrer que pour tout entier naturel nonnul n,ona 0< / <In2.
b. Etudier les variations de la suite {f“]l.

c. En déduire que la suite [I n) st convergente.

3. Soit g la fonction définie sur [0,+o0] par g(x) = In(l+x)—x.
a. Etudier le sens de variation de g sur {ﬂ,+m[ \
b. En déduire le signe de g sur [D,+m[ .
Montrer alors que pour tout entier naturel 7 non nul, et pour tout x réel positif, on a
ln[l +x")5§_x".

¢. En déduire la limite de la suite {f“ ).
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Partie A: ROC

fet g continues sur [a ; b], donc, g — f continue sur [a ; b]. (Existence de l'intégrale)
Si pour tout ¢ € [a, b], f(f) < g(¢) alors pour tout ¢ € [a, b], g(t) — A1) =

D'apreés la deuxiéme proposition, on a: f (g(t)—f(2))dt =0 (positivité de l'intégrale)

a

b
et, d'apres la premiére proposition, on obtient: f g(t)dt - f f(t)dt = 0. (Linéarité de l'intégrale)

b
Finalement: Si pour tout z € [a, b], Af) < g(¢) alors f f(t)dt < fg(t)dt

Partie B

Soit # un entier naturel non nul.

On pose : f, la fonction définie sur [0; +oo[ par f; (x) = In(1 + x"), I, = f f.(x)dx et C,la courbe de f; dans un

repére orthonormal (O; 1, ).

1)a)fi (x)=In(1 +x)

lim 1+x _ 4 o lim Inx — +o0, d'ol lim In(1+x)

xX—+oo X— -+ X—+o©

b) Une méthode:

= +o0.

/i étant la composée de la fonction affine x > 1 + x strictement croissante sur [0; +oo[ a valeurs dans [1;
+oo[ suivie de la fonction In strictement croissante sur [1; +oo[, est strictement croissante sur [0; +oof .

Une autre méethode:

La fonction f; est de la forme In o u avec u (x) =1 + x.
1
u est dérivable et strictement positif sur [0; +oo[, donc, f; ' (x) = 7/ qui est strictement positif sur [0; +oof,
d'ou, f; est strictement croissante sur [0; +oof .
1
c) Calcul de [, = f In(1+x)dx parintégration par parties.
0

Onpose: u (x)=In(1 +x)etv'(x)=1

d'ou, u' (x) = etv(x)=1+x

I+x
u, v sont des fonctions dérivables a dérivées continues sur [0; 1]

1+x

1 1
Par I;pp. [ In(1+x)dx = [(In(1+x))x(1+x)}], x=2In2-0- [1dx =221
0 0
Autre choix pour la fonction v:
v(x)=x
1 1

fln(l-i—x)dx = [(1n(1+x))><x}(l) _f lx

) 1+Xx

1 1
=n2-0-[ [1dx - [1+xdx ]
0 0

=In2-[x] ¢ + [In(1+x))y =2~ 1+I2-0=21n2-1

Comme fi(0) =1In 1 = 0 et f; strictement croissante sur [0; +oo[, fi(x) = 0 sur [0; 1].

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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I, est la mesure d'aire en u.a. du domaine du plan délimité par C,, par 1'axe des abscisses, par 1'axe des
ordonnées et la droite d'équation x = 1.

2)a) x € [0;1],n € N".
Si0<x<Tlalors0<x"<1
alors IS 1 +x"<2 Comme In est strictement croissante sur [1; 2], et que In 1 =0, on
obtient: Si0 <x < lalors 0 < In(l +x") <In2
L'intégration sur [0; 1] conserve I'ordre, d'ou,

1 1 1
0], < fandx et comme fln2dx=ln2 fldx =In2
0 0 0

on a: pour tout z entier naturel non nul, 0 < /, < In2

b) Variations de la suite (Z,).

x€[0;1],ne N

Si0<x<Tlalors0<x"'<x"<1

D'ou, Si0 <x < lalors1 < 1+x""<1+x"Comme In est strictement croissante sur [1; 2], et que In 1 =0,
on obtient: Si 0 < x < 1 alors 0 < In(1 +x™") < In (1 +x")

L'intégration sur [0; 1] conserve I'ordre, d'ou,

[n+l < In

La suite (/,) est décroissante

c¢) La suite (/,) étant décroissante et minorée par 0 est convergente.

3) g est définie sur [0; +oo[ par g (x) =In(1 +x) —x
1 —X
> ! [ - — . r . . + .
a) pour toutx = 0, g’ (x T+x 1 [+, dul est négatif sur [0; +oo[
La fonction g est par conséquent décroissante sur [0; +oof.
b) Comme g(0) =1Inl — 0 = 0 et que g est décroissante sur [0; +oo[, on a:
pour toutx = 0, g (x) < 0.

Cette inégalité s'applique a tout réel positif ou nul, elle s'applique donc a x", d'ou, g (x") < 0
On vient de montrer que, pour tout x = 0, In(1 +x") < x"
¢) L'intégration sur [0; 1] conserve 1'ordre, d'ou,

1
I, < fx"dx.
0

1
{x"dx B n+l

1 xn+1 1 —
n+1 N

Comme lim
n— 4o n 1

La suite (/,) converge vers 0

= <1, <
0,etque 0 </, 1
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Exercice 2 5 points

L’espace est muni d'un repére orthonormal {D;?,EE:I,

Pour chacune des propositions suivantes, indiguer si elle est vraie ou fausse et donner une
démonstration de la réponse choisie. Dans le cas d'une proposition fausse, la démonstration pourra
consister d fournir un contre-exemple.

x=t+2
I. La droite de représentation paramétrique ¢y =-2¢ , teR est paralléle au plan dont une
z=3t-1

équation cartésienne est: x+2y+z-3=10.

I

Les plans P,P',P" d'éguations respectives x—2y+3z=3, 2x+3y-2z=6et
dx—y+4z =12 n’ont pas de point commun.

(x=2-3
3. Les droites de représentations paramétriques respectives sy =1+f , teR et

z==342

x=T7+2u
y=2+2u , ueR sontsécantes.

|hz=—6—u

4, On considére les points :
A,de coordonnées (-1,0, 2), B,de coordonnées (1,4,0), et C,de coordonnees (3,—4,-2).
Le plan (ABC) a pour équation x +z =1.

5. On considére les points ;
A, de coordonnées (-1,1,3), B, de coordonnées (2,1,0), et C, de coordonnées (4,-1,5).
On peut écrire C comme barycentre des points A et B.

1) VRAI
Preuve:
1 1
Un vecteur directeur de la droite est # |—2| etun vecteur normal du plan est 7 |2
3 1

Comme #-7i = 1x1+ (-2)x2 + 3x1 =0, les deux vecteurs sont orthogonaux.
La droite est donc parall¢le au plan.

Le point 4(2; 0; —1) est un point de la droite mais n'est pas un point du plan.
La droite est donc strictement paralléle au plan.

2) FAUX

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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Preuve:
Un contre-exemple:

Il peut paraitre évident que le point A(3; 0; 0) vérifie les trois équations et en ce cas, on a montré que les plans
avaient au moins un point commun.

Autre méthode: (On ne voit pas immédiatement de contre-exemple)
x—2y+3z=3 [L

Etude du systéme {2x+3y-2z=6 |L,
dx—y+4z=12 |[,

x—2y+3z=3 x=2y+3z=3 L,
2x+3y-2z=6 & { —7y+8z=0 |2L,—-L,
4x—-y+4z=12 —Ty+8z=0 \4L, L,

Les deux derniéres équations sont équivalentes, d'ou, ce systéme a une infinité de solutions.
I1 suffit d'en choisir une pour prouver que la proposition est fausse.

Par exemple: y =z =0 x =3 (on retrouve le point 4)

ouencore y=8,z=T;x=-2

Le point B(-2; 8; 7) est un point commun aux plans (P), (P') et (P").

Complément:

L'intersection de ces trois plans est une droite.

Une représentation paramétrique de cette droite est (en posant par exemple: z = 7¢)

x=3-5¢
y=8t teR.
z=Tt

3) VRAI
Preuve:

Le point 7 (5; 0; —5) de paramétre —1 dans chacune des équations est commun aux deux droites.

-3
Un vecteur directeur de la premiére droite est: # | 1
2
2
Un vecteur directeur de la deuxiéme droite est: v 2
-1.

Les deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc, les droites ne sont pas paralléles.
Elles sont soit sécantes, soit non coplanaires.
2-3t=7+2u |L

Résolution du systéeme: | 1+7=2+2u L,
—3+2t=-6-u |[,

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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On peut remarquer qu'en ajoutant membre-a-membre, on obtient: 0 = 3 + 3u, soit: u =—1.

En remplagant, u par — 1, il vient:

2-3t=5
1+¢t=0 , soit #=—1 pour les trois équations.
—-3+2¢t=-5
4) VRAI
Preuve:
]2 |4
Les vecteurs 4B | 4 | et AC |—4/| ne sont pas colinéaires.
-2 —4

Les points 4, B, C définissent donc un plan.
Les coordonnées de 4 vérifient I'équation x +z =1
Les coordonnées de B vérifient I'équation x +z =1

Les coordonnées de C vérifient I'équation x +z = 1

Complément:
. 1 L 1
Si I'équation du plan n'est pas donnée, on peut faire: AB =2 i avec &6 = | 2 | et AC =4 V avec Vv |-1
-1 -1
Pour tout M(x; y; z) de l'espace, ona: AM =« i +B ¥ « et B réels.

x=—1+a+8 [L
On en déduit: | y=2a- |L,
z=2—-x—-P L,

En faisant L, + L3, on obtient: x + z =1

5) FAUX
Preuve:
3 |5
Les vecteurs 4B | 0 | et AC |-2| ne sont pas colinéaires.
-3 2
Or,

si C peut s'écrire comme barycentre de 4 et B, alors les points 4, B, C sont alignés.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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Exercice 3 5 points

Une urne contient 10 boules blanches et n boules rouges, n étant un entier naturel supérieur ou égal 4 2.
On fait tirer & un joueur des boules de I'ume. A chaque tirage, toutes les boules ont la méme probabilité
d"étre tirées. Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 euros et pour chaque boule rouge tirée, il perd 3
BUTOS.

On désigne par X la vaniable aléatoire correspondant au gain algébrique obtenu par le joueur.

&

Les trois questions de ['exercice sont indépendantes,

1. Le joueur tire deux fois successivement et sans remise une boule de I'urne.

a. Démontrer que : P[X =—1} = 20n .
(n+10)(n+9)
b. Calculer, en fonction de s, la probabilité correspondant aux deux autres valeurs prises par la

variable X .
c. Vérifier que I'espérance mathématique de la variable aléatoire X vaut :

—6n -14n+360
(n+10)(n+9)

d. Déterminer les valeurs de »n pour lesquelles |'espérance mathématique est strictement positive.

E(X)=

2. Le joueur tire 20 fois successivement et avec remise une boule de 'ume. Les tirages sont
indépendants.

Déterminer la valeur minimale de 'entier » afin que la probabilité d’obtenir au moins une boule
rouge au cours de ces 20 tirages soit strictement supérieure a 0,999,

3. On suppose que n = 1000, L'urne contient donc 10 boules blanches et 1000 boules rouges.
Le joueur ne sait pas que le jeu lui est complétement défavorable et décide d'effectuer plusieurs
tirages sans remise jusqu'a obtenir une boule blanche.
Le nombre de boules blanches étant faible devant celui des boules rouges, on admet que l'on peut
maodéliser le nombre de tirages nécessaires pour obtenir une boule blanche par une variable aléatoire
Z suivant la loi :

pourtout ke N, P{Z = k}: EU,DIE'G-U'Idx.

On répondra donc aux questions suivantes i l'aide de ce modéle.
a. Calculer la probabilité que le joueur ait besoin de tirer au plus 50 boules pour avoir une boule

blanche, goit P(Z = 50} :

b. Caleuler la probabilité conditionnelle de I'événement : "le joueur a tiré au maximum 60 boules
pour tirer une boule blanche"” sachant I'événement "le joueur a tiré plus de 50 boules pour tirer
une boule blanche".

1) Ne pas hésiter a faire un arbre de probabilités.

a) La variable aléatoire prend la valeur —1 dans le cas ou le tirage des deux boules donne une noire et une
blanche.

En notant B (boule blanche) et R (boule rouge) , et, en numérotant 1 et 2 dans l'ordre des tirages
P(X= —1) = P(B1R2 ou R1B2)
=P(BiR,) + P(RiB,) = P(B)xPs(R,) + P(R))*Pri(B>)

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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10 n n 10 20n

T 047 9tn 1042 9%n  (10+1)(9+n)

b) Dans le cas ou les deux boules sont blanches, on a:

10 9 90
P4 = PBB) = J005 % 930~ (104m)(9+7)

Dans le cas ou les deux boules sont noires, on a:

N __n_ n=l_ n(n—1)
P=-6)= P(RIR) = 107 ™ 940 = (10+n)(9+n)
PPN I Ul VI v 20n 9%
VX = CO Tosn)9+m) V(10 5m)(9+0)  (104m)(9+n)

_ —6n°+6n-20n+360 _ —6n’—14n+360
(104+n)(9+n) (10+n)(9+n)

d) n étant un entier naturel supérieur ou égal a 2, le dénominateur est strictement positif.
Le signe de E(X) est celui du numérateur (second degré).
Ce numérateur est positif (signe contraire de —6 coefficient de #n?) pour les valeurs de »n entre les racines.

discriminant A = b? — 4ac = (—14)* — 4x(—6)*x360 = 8 836 = 942
—(=14)-94 20 —(—14)+94
Ix(—6) 3 MmT Toxite)
EX)>O0pourn € {2;3;4;5; 6}
Remarque: on peut controler en tragant la courbe représentative de la fonction x +— —6x% — 14x + 360

Les racines sont n; =

2) Soit Y la variable aléatoire donnant le nombre de boules rouges obtenues lors de ces vingt tirages.
Les tirages successifs avec remise et indépendants correspondent au modele donné par la loi binomiale de

parametre n =20 et p = P(R) = IO’:-n .
20 " " 20 10 20
PY¥=1)=1-P(Y=0)=1- — - =1-
( ) ( ) ( 0) 10+n 10+n 10+n
10 20 10 20
1- ( Tox ) >0,999 < ( Tox ) <0,001 (on applique In strictement croissante)
n n
201 —2— <10 0,001
TN 04, S5
10
< In 0+n = 20 In 0,001 (on applique les propriétés du In )
10 1 . ) .
< In 0+n = In 10002 (on applique exp strictement croissant)e)
l O 1 1/20 3/20 20/20
© Toxn © 100020 10007 =10"* et 10=10

o 10+n> 1022

o n> 1023/20_ 10
La calculatrice donne 4,12 comme valeur approchée de 102?° — 10
La valeur minimale de 7 est 5.
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50
1
Na)PZ<50)= [0,01e " dx = [_g 00" =4 1=1- — (~0,39
JPZ<50)= [0.01e " Mdx =[]l = e S (=039)

b) On reconnait une loi exponentielle (loi de durée de vie sans vieillissement),

10
d'o, Poso(Z < 60)=P(Z < 10)= [0,001e *"dx = [—¢ 0]’ =—e® +1=1-¢"  (~0,095)
0
ou encore
60
0,01e ™" dx 60
P((Z=50) N(Z<60)) ;E ey ey
Pz=50(Z < 60) = = 50 = 0 ~05 =1-¢
P(Z>50) oo 1] e 0o] 1—(e ™ -1)
1-[0,01¢ " dx © h
0
Exercice 4 4 points

On considére la suite (u, ), . définie par: uy, =1 etpourtout ne N, u,, = Eup +n-2.

1. Calculer u,, u,et u,.

My
2. a. Démontrer que pour tout entier naturel n24, u, = 0. v

b. En déduire que pour tout entier naturel n25, u_ =2 n-— 3.

c. En déduire la limite de la suite (u,) .-

21
3. On définit la suite {1-':,1 :I%ﬁ par: pourtout neN, v ==2u_+3n- E-— ;
a. Démontrer que la suite (v” )m;m est une suite géométrique dont on donnera la raison et le
premier terme.

o 25011 .3. 2
b. Endéduire que :pourtout neN, u, =—| =| +=n——.
4.3 2 4

c. Soit la somme S, définie pour tout entier naturel n par: §, = Z”P .
k=0

Déterminer I’expression de S, en fonction de n.

1 1 5

1)u1= §u0+0—2= 5 —2=— 3_

1 5 14
Uy = §u1+1—2=— 9 —-1=- )

1 14
Uus = §u2+2—2=— E
2a) Démonstration par récurrence:
Initialisation:

. 1 14 67 ,

Soitn =4 Uy = §u3+3—2=— 31 +1= 8—1.Parconsequent,u4>0
Hérédité:

Soit un entier n = 4 tel que u, = 0
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1
Un+1 = gun—i_n_z-

Commen=4,n-2=2

1
Comme u, = 0, = u, = 0.

La somme de termes positifs est positive d'ou u,+; = 0.
On a montré: sin = 4 et siu, = 0 alors u,+; = 0
Conclusion:

D'aprées 'axiome de récurrence, pour tout n = 4, u, = 0

1
b) Remarquons que pourn = 5,n—1 =>4 etu, = 3 Ul +(n-1)-2

. 1
Sin = 5alorsu,; = 0,dou, 5 u,; =0

1
gun_1+(n—1)—2>n—3

U, = n-3

¢) Comme nl_iglw n=3 — oo et u, = n—3 alors nlirfw Uy =400,
21
21 . —v,t3n—-—  -2v,+6n-21
3)neN, v, = 2u, +3n - 5 soit: u, = 2 =
—_— 4
2

21 1 21 2 13
Q) Vpi; =—2Uy T 30— X =—2(§un+n—2)+3n— B3 = _5 U, +n— E)
Vil = 3( 1 )+n-— Y T RVent 5t =3,

) L. ) 1 ) 25

(v,) est donc une suite géométrique de raison 3 et de premier terme vy = —2Xuy +3x0 — R

n 25 n
b) On peut donc écrire v, = vy (l) =_ ==X (l)

On a alors: —2u, +3n — 21 =— éx (l) s

2 2 3
't. — éx l ’ + i ﬂ
soit: uy =~ 3 g
) Sa= D u,
0
L 25 3 21
On peut écrire u, sous la forme a1 w, + S n=
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Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

. ) . 1 .
ou (w,) est la suite géométrique de raison 3 et de premier terme 1.

n

. , 25 < 3 21 <
En faisant la somme terme a terme et en factorisant, on a: S, = Y Z w, + 5 Z k — 1 Z 1
0 0

0

0 > Somme de n + 1 termes consécutifs d'une suite géométrique
0
1——
3
- n(n+1) T e
Dk = 2 Somme de n + 1 termes consécutifs d'une suite arithmétique
0

. B 25 3 "' 3 n(n+l) 21
Conclusion: S, = Zoluk 4 X > x(1 - (E) )+ ) > -1 (n+1)
25 1 3 9 33
— _ = 2 = -
ShE- Xt yroy oty

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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