Pondichéry avril 2007

Exercice 1
L'espace est rapporte au repére orthonormal (O i } )
P d'équation 2x+y—-2z+4=0, A(3;2;6), B(1;2;4), C(4;-2;5)
-2 |1
1 a)b) AB[ 0 | et AC|—-4]| ne sont pas colinéaires (évident). Les points 4, B, C n'étant pas alignés
-2 -1

définissent un plan et, comme les coordonnées de 4, B, C vérifient 1'équation de &, ce plan est 2.

2 a) Le produit scalaire AB-AC=-2X1+0X(—4)+(-2)x(—=1)=0, donc, les vecteurs AB et ACs ont
orthogonaux. Le triangle ABC est un triangle rectangle en 4.

b) A étant la droite passant par O et perpendiculaire a &, un point M (x;y;z) € A si et seulement si OM et
7 sont colinéaires ou 7i est un vecteur normal de 2.

2 X x=2t
Ona: 71| 1 | et OM |y, dou,il existeunréel ftel que : {y=¢ ¢ € IR. Equations paramétriques de A.
-2 z z=-2t

¢) K étant le projeté orthogonal de O sur & , la distance OK est la distance de O au plan. On a donc:
OK_|2><O+O—2><O—|—4|_ 4 4

V2+ 1P+ (-27 V9 3

Complément:

Le projeté orthogonal K de O sur & est par conséquent le point d'intersection de A et &. Les coordonnées de K
vérifient le systeme d'équations paramétriques de A et I'équation de 7.

4
En notant ty le paramétre de K, il vient 2(2t;)+1t,—2(=21,)+4=0 d'on, IK=—§
, 8§ 4.8 . 8\’ [ 4\ (8)_12_4
Les coordonnées de K|——=;——;=| et la distance OK:\/ —— | H = = =====
( 9° 9 9) 9 9 9 9 3
d) La base du tétraédre OABC est le triangle ABC rectangle en A4, d'aire: B = ABéAC \/7><2\/R=6 u.a;
. 1 4 8
La hauteur est OK, d'ou, V' = 3 ><6><§—§ u.v.

3) Soit le systéme de points pondérés S={(0,3),(4,1),(B,1),(C,1)}

a) b) L'unicité et I'existence du barycentre G de ce systéme sont assurés par le fait que la somme 3+1+1+1 est
non nulle.

Le centre de gravité I du triangle ABC est le barycentre du systtme {(4,1),(B,1),(C,1)} et d'aprés la
propriété du barycentre partiel, G est le barycentre du systtme {(O,3),(/,3)}. G est donc le milieu du
segment [O]].

3Xx,+1Xx ,+1Xx ,+1Xx,
Xo= 5
3Xyo 11Xy, +1Xy,+1X 415
c) Les coordonnées de G sont données par: | y,= Yo L4 S s yc. G(E’E;E)
3Xzp+1Xz,+1Xz,+1Xz,
Zg= 3
2><%+%—2><%+4‘ 5
et la distance de G a & est donnée par: d(G,%) = 3 =3

4) Soit I I'ensemble des points M de I'espace vérifiant: || 3 MO+ MA+MB+MC II=5()
Par propriété du barycentre, on sait: 3 MO +MA+MB+MC =6 MG , donc,

()o 6MG=5 « Mng

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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5
I’ est donc la sphére de centre G et de rayon 6

2

L'intersection de I et de & est un cercle car g> 3

Exercice 2

1) ROC (Bien analyser les prérequis et les définitions rappelés dans le texte. C'est a partir d'eux que vous
devez construire la démonstration)

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal direct (O %,7) . Soit R la rotation de centre 2, d'affixe
w et d'angle de mesure 0.

On sait: R(Q)=Q et , pour M #Q M '=R(M) est défini par QM =QM et (.(7]\7 ;W’) =0 [2m]

—_—

On sait: pour tous points A et B d'affixes respectives a et b, |p—a|=4B et arg(b—a)Z(iZ; B) [277]

!

QM

Soit M # £, on a: =l et (QM; QM "=(1;QM")—(1;2M)=06 [2rr] (Relation de Chasles)

En notant z et Z' les affixes respectives de M et M', on a: HZI et arg(z'—w)—arg(z—w)=0 [2m]

) z'—w z'—w
11 vient: ‘—w‘ZI et arg(

)29 [277]

zZ—Ww

— est le nombre complexe de module 1 et d'argument 0.

z
Pour z#w , le nombre complexe

!
Z —W _ o6 . 0
=e ,soit: z'—w=¢e"(z—w)

D'ou

Lorsque M =0, clest-a-dire z=w, I'égalité z'—w=e"’(z—w) donne z'=w ,soit: M '=0Q
La relation est vérifiée dans tous les cas.

2) I d'affixe z,=1+i et B d'affixe z,=2+21. Soit R la rotation de centre B et d'angle de mesure % .

a) L'écriture complexe de R est donnée par z'—(2+2i)=¢e™"*(z—(242i)) :

z b €™ (z—(2+42i)+2+21i, soit:
z l+ﬁi (z—2-2i)+2+2i= l+£i Z+(2+21)| 1- l+ﬁi
2 2 2 2 2 2
R %+%i 241434 (1-43)i
b) L'image de I par R est 4 d'affixe ZA:(%-F%i (1+i)+1+\/§+(1—\5)i=%+%+ %—%)i

¢) 10=|z|=N1+il=V2, IB=|z4—z|=1 +il]=V2.

Le triangle BIA est un triangle équilatéral direct par construction, d'ou, IA=IB=A4B .
Ce qui prouve que O,4,B sont sur le cercle de centre 7 et de rayon /2 .

143, 143 i‘:\/1+3+2£+ 14328 _ 5

2 2 4 4

Remarque: [4= ‘z = z,|=

Or, [ est le milieu de [OB], d'ou, le triangle OAB inscrit dans le cercle de diamétre [OB] est rectangle en 4.
D'aprés R(I)=A4 ,ona: (737,371):% [277], d'ou, (Eb,g;l):% [27]

Le triangle BOA est donc un triangle rectangle direct en 4 et on a: (BO;BA)+(OA;0B)+(A4B;A0)=m
2rlavec (4B:40)=7 [2n]

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Une mesure de l'angle (5;1 ; 5§)=Tr —

2|
w3
N

—_—

d) (i;04)=(1;

- TT TT TT
N A = — e —= —
Une mesure de (i1;04) 1 6o i
Compléments: On a donc: cos| —— :%e(zA) :\/3+_3:\/§+\/6 et sin[—= :‘/8_\/5
Y ' 2] 2 2d6 4 2" 4

3) T translation de vecteur 1O .On pose 4'=T(A4)

a) L'écriture complexe de T'est: z = z—z,,d'ou, z,=z,—z,= 1+2\/§ +( 1_2\/3 )i
b) L'égalité 10=A44" prouve que /OA'A est un parallélogramme et comme /O = I4 ce parallélogramme est un

losange.

On a donc: (547’;5;1):(5;1;57):(5;1;53):%
¢) On cherche arg(z,'), c'est-a-dire une mesure de (ii;04 )
Or, d'apres la relation de Chasles: (iZ;O_IN):(iE;aH(a;l;aI’):%—%:—%

Exercice 3

. In(x+3

fdéfinie sur [0;+o0| par f(x):%

1) Pour x>0, x+3>0,d'on, x — In(x+3) estla composée d'une fonction affine u:x > x+3 dérivable
et strictement positif, donc, x —> In(x+3) est dérivable sur [0;+o| .

fest le quotient de deux fonctions dérivables de dénominateur non nul, donc f'est dérivable, et, pour tout x=0,

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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. 3 ><(x+3)—1.1n(x+3): | In(x+3)

(x+3) (x+3)°
Onsait: x=0,d'ou, x+3=3.0r 3>e¢

En rappelant que la fonction In est strictement croissante sur son ensemble de définition et que Ine=1 | il vient:
In(x+3)>In3, donc, In(x+3)>1.

Par conséquent, sur [0;+00], f'(x)<0 et [ est strictement décroissante.

On sait: lim M=0,d‘01‘1, lim h(x+3)_ lim M=0
xo+o X vt X3 x—=+wn X
3
Tableau de variations: f(0)=In (—3)
X 0 +00
S(x) -
In(3)
fo | N
0

Quelques remarques: le nombre réel In(x+3) s'annule pour x=-2 .
In(x+3)=1 lorsque x+3=e, soit x=e—3
festde la forme u'.u avec u(x)=In(x+3), d'ou, les primitives de f sont les fonctions définies sur |[0;+o|

par X > %[ln(x+3)]2+C ou CelR

2 a)b)c) f. étant strictement décroissante sur [0;+o| , ona:si n<x<n+1, alors f(n+1)<f(x)<f(n) et,
n+1 n+1 n+l

d'aprés les propriétés de comparaison des intégrales: ff(n+1)dx < _ff(x)dx < ff(n)dx.

Comme f(n+1) et f(n) sont des valeurs indépendantes de x, il vient:

f(n+1)X[(n+1)-n|<u,< f(n)X[(n+1)—n] Conclusion: f (n+1)<u,<f(n)
Or, la limite quand 7 tend vers +oo de f (n+1) et de f(n) étant 0, le théoréme des gendarmes prouve que
(u,) converge vers 0.
3) a) F définie sur [0;+oo[ par F(x)=[In(x+3)]* est la composée de la fonction x > In(x+3) dérivable
sur [0;+o| suivie de la fonction carré, dou, F est dérivable sur [0;+o| et pour tout x>0,

1
F'(x)=2X——=XI1 +
(x)=2x—=xIn(x+3)

le(x)]”: F(n)=F(0) _[In(n+3)P~[In(3)F
2 0 2 2

b) On en déduit: 7, = [ f(x)dx =
0

Calculs pour l'entrainement:

[In(n+3)]=[In(3)F=[In(n+3)+1In(3)]X[In(n+3)=1n(3)]=In[3(n+3)]XIn nt3

4) S,=u,tu+...+tu, | =

S —y —

2 n
f(x)dx+ ff(x)dx+...+ f f(x)dx = I, d'aprés larelation de Chasles.
1 n—1

or, im In(n+3) _ o gop lim [In(n+3)F = 4o0,

n— +oo n— o

On a donc: nlfﬁo S, = +00, La suite (S,) diverge vers +oo.

Exercice 4

Pour réaliser une enquéte, un employé¢ interroge des personnes prises au hasard dans une galerie commergante.
Il se demande si trois personnes au moins accepteront de répondre.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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1. Dans cette question, on suppose que la probabilité qu'une personne choisie au hasard accepte de répondre
est 0,1. L’employé¢ interroge 50 personnes de manicre indépendante. On considere les événements:

A: «au moins une personne accepte de répondrex»

B: «moins de trois personnes acceptent de répondre»

C: «trois personnes ou plus acceptent de répondre».

Etant donné les conditions (au hasard, indépendance), la variable aléatoire X définie par le nombre de personnes
acceptant de répondre suit la loi binomiale de paramétres (50,0, 1).
L'événement 4 "aucune personne ne répond" a pour probabilité

P<X=0)=(50°)0,1°<1—0,1)50° = 0,9%
P(4)=1-0,9" ~ 0,995

Les événements (X=0), (X=1), (X=2) forment une partition de B,
dou, p(B)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2) =

500)0,10(1—0,1)5°‘°+(510)0,11(1—0,1)5°-l+ 520 0.12(1-0,1) =
5049

0,9°+50x0,1x0,9% +

0,12><0,948 ~ 0,112 au milliéme par exces.

C est I'événement contraire de B, d'ou, P(C)=1-P(B) ~ 0,888 au milliéme par défaut.

2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3. Dans cette question, on suppose que la variable aléatoire X qui,
a tout groupe de n personnes interrogées indépendamment, associe le nombre de personnes ayant accepté de
répondre, suit la loi de probabilité définie par:

—-a k
Pour tout entier k tel que O<k<n—1,P(X=k)=Ii' <
nfle—aak .
et P(X=n)=1-
,;)k!

formules dans lesquelles a = ’11—0

a. La probabilité qu’au moins trois personnes répondent est: 1—P(X=0)-P(X=1)-P(X=2) =
—a 0 —a 1 —a 2
e‘a e‘a e‘a |, . 21m) _

1 - TSI =1-e ‘“(1+a+a’/2) = f(a)

b. Calculer f (5). En donner I’arrondi au millieme. Cette modélisation donne-t-elle un résultat voisin de celui
obtenu a la question 1?

f(5)=1-¢’(1+5+25/2) ~ 0,875 a un milliéme par défaut

Pour a=5, n=50, d'ou, f(5) est la probabilité pour que sur 50 personnes interrogées, trois personnes ou
plus acceptent de répondre. (Evénement C du 1))

On peut considérer que le résultat est voisin de celui obtenu a la question 1.

0,013 15
0,888 ~ 1000
3. On conserve le modele de la question 2. On souhaite déterminer le nombre minimum de personnes a
interroger pour que la probabilité que trois d’entre elles au moins répondent soit supérieure ou égale a 0,95.

a. Etudier les variations de la fonction f définie sur R* par f (x)=1—¢ “(14+x+x"/2)

ainsi que sa limite en +oo. Dresser son tableau de variations.

La fonction f'est définie et dérivable sur R*et, /' (x)=—(—1)e “(1+x+x°/2)—e “(1+2x/2)=e "(x*/2)

L'écart absolu est 0,013 et 1'écart relatif par exces

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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Comme x’>0 et e *>0, ladérivée /' (x)=0 surR* ( f'(x)=0 & x=0) et fest strictement croissante sur
R*.

2 o .
D'autre part: f(x)ZI—Lx—ix— X — et comme lim x_x =0, on a: hfP fx) g
e e e Xt € Xt
£(0)=0
Tableau de variations:
x |0 +00
Sx) +

| 1

b. Montrer que 1’équation f{x) = 0,95 admet une solution unique sur IR* , et que cette solution est comprise entre
6,29 et 6,3.

On a les conditions suivantes:

fest continue sur R”,

fest strictement croissante sur IR”,

l'intervalle image [0;1[ contient 0,95

D'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f (x)=0,95 admet une et une seule solution « dans
IR*.

La calculatrice donne: f (6,29) ~ 0,9498 par excés et f(6,3) ~ 0,958 par défaut

Ce qui prouve 6,29 <x < 6,3

c. En déduire le nombre minimum de personnes a interroger.

D'aprés le 2), f(x) est la probabilité qu'au moins trois personnes sur n personnes acceptent de répondre avec
n=10x.

D'aprés 3) pour qu'au moins trois personnes interrogées répondent avec une probabilité supérieure ou égale a
0,95, il faut que f(x)=f(«x).

Si x=63 ona: x>« et f(x)=f(a).

Donc 7263 . 1l faut interroger au minimum 63 personnes.

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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