Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Exercice 4 : LLa Réunion juin 2004

Premiéere partie

Pour réaliser des étiquettes de publipostage, une entreprise utilise deux banques de données :
B1, contenant 6000 adresses, dont 120 sont erronées et 5 880 sont exactes,

B2, contenant 4 000 adresses, dont 200 sont erronées et 3800 sont exactes.

Analyse des données: (on peut avantageusement faire un arbre)
D'aprées I'énoncé dans 1'hypothese d'équiprobabilité, en notant, les événements B1 (resp. B2) "l'adresse provient

de la banque de données B1 (resp. B2)" et R "l'adresse est erronée" et X "l'adresse est exacte"
6000 _ 6 4000 _ 4 120 _ 12 _ 1

. p(B1)="2 P(B2 4 P, (R 2
Ona: P(B1)={o00r=77=06 P )= 100001024 Pui(R)=4000= 500 ~ 350 =0
5880 _ 588 200 _ 2 _ 1 3800 38
P, (X =098 P, (R =— =005 P, (X)=222=2%-095
51 (X )= 000 =600 s R)= 30005 20=20 = 52 X)= 000 =20 =2

1. On préléve au hasard, avec remise, 10 étiquettes parmi les 6 000 réalisées a I’aide de B1. La probabilité
qu'exactement trois de ces étiquettes comportent une adresse erronée est :
c. (10)X( 120)3X(5880)7
3 6000 6000
Puisqu'il y a remise, notons Y la variable aléatoire donnant le nombre d'étiquettes erronées.

120
6000 )

Y suit la loi binomiale de paramétres (10,
120 \', (5880}’
6000 6000

2. Parmi les 10 000 étiquettes, on en choisit une au hasard. Sachant que 1’étiquette comporte une adresse exacte,
la probabilité qu’elle ait été réalisée a I’aide de B1 est :

b 0,6x0,98
" 0,6X0,98+0,4%0,95
P(XNB1)

En effet, on cherche P, (B1)= PX)
Or, P(XﬂB1)=P(BI)XPBI<X)=O,6XO,98 et P(X)=P(Xﬂ31)UP(XﬂB2)=0,6><O,98+()’4><()’95

et P(Y=3) = (%?)x

Deuxiéme partie
La durée de vie, exprimée en heures, d’un robot jusqu’a ce que survienne la premiére panne est modélisée par
une loi de probabilité p de durée de vie sans vieillissement définie sur I’intervalle [0 ; +oo[ (loi exponentielle
de paramétre 4 = 0,000 5). Ainsi la probabilité que le robot tombe en panne avant I’instant # est :

t

_ 1 1
)= Ax « A=—— —=2000
p(0;1]) J;?\e dx Remarquer: 2000 et

1. La probabilité qu’un robot ait une durée de vie supérieure a 2 500 heures est :
_ 2500

A: e 2000

En effet, une primitive de x>Ae " est xi>—e

P([2500;+oo[)=l—P([O;25()0D= 1 _(_6*2500?\_(_ 1)>=672500A

—Ax

t

2. La durée de vie moyenne d’un robot ménager est donnée par la formule E=lim f Axe dx
t—+mw

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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t
a) L'intégrale f Axe "dx estégalea:
0

B: —re -S4l
' A A

Une Ipp avec u(x)=x et v'(x)=Ae " (donc, u'(x)=1 et v(x)=—e ** ) donne

1=[x(—e-“)]; = [ 1x(—e™)dx .

|
Une primitive de de xr>—e " est X 3 e

t
D'Of], [=[x(_e—;\x)]t B |:%e—)\x‘|0 _ _te—)\t_o_(le—)\t_l)
0

Remarque:

t
La fonction F: ¢t f Axe"dx estla primitive de la fonction £ ¢ +> Are ' qui s'annule en 0.
0

b. La durée de vie moyenne des robots, exprimée en heures, est :

B : 2 000.
—Ate M—e M+1
En effet, en mettant 1'expression précédente au méme dénominateur, il vient: X
Quand 7 tend vers +oo, —A 7 tend vers —oo et comme lim X e*=0 et lim e*=0 ,ona: lim (—Az)e'=0
X -»—w X -—w t— +owo

ot lime =0

t— oo

[ tend vers donc X

Exercice A page 102 (Bac S La réunion juin 2004)

fest dérivable sur IR et vérifie:

(1) pour tout x réel, (' (x))>— (f (x))* =1

@2 0)=1

(3) la fonction f ' est dérivable sur IR.

La)(f' )P -(f)yr=1e('x) =1+ ({fx)*

Comme (f(x))*> = 0,on a: (f' (x))> = 1, soit: /' (x) < -l ouf'(x) = 1.
pour tout x réel, /' (x) # 0

ou par l'absurde:

Supposons qu'il existe une valeur a réelle telle que /' (a) = 0, on a alors d'apres (1): —(f(a))* = 1, ce qui est
impossible.

Il n'existe aucun réel x tel que /' (x) =0

pour tout x réel, /' (x) # 0

b) D'apres (1), (f'(0))*—(f(0))>=1 etd'apres (2): (f' (0))*=1
Par conséquent: (1(0))>=0
Conclusion: f{0) =0

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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2) D'apres (3), ' est dérivable sur IR.
Le premier membre de I'égalité (1) se dérive en x > 2xf" (x)Xf ' (x)— 2%f" (x)Xf (x)

Le second membre de 1'égalité (1) se dérive en x +— 0
L'égalité (1) implique: 2xf" (x)xf " (x)— 2xf" (x)*f (x) = 0, soit
21 )" () £ () =0

Comme ' (x) # 0, il vient /" (x) —f(x) =0

(4): Pour tout nombre réel x, "' (x) =f(x).

3)Onposeu=f"'+fetv=f"—f.
) u(0)=1"10)-f0)=1etv(0)=...=1

b) u et v, étant la somme ou la différence de fonctions dérivables sur IR, sont dérivables sur IR.
pour tout x réel, u' (x) =" (x) /" (x)=f (x) + /" (x) = u (x) (car £ (x) = f(x))
pour tout x réel, v/ (x) = £ (x) —f " (x) =f (x) = f " () ==( " (x) =/ (x)) == ().

¢) La fonction u est donc la solution de l'équation différentielle y' = y prenant la valeur 1 en 0.
On sait d'apres le cours que c'est la fonction exponentielle de base e.
Pour tout x réel, u (x) = ¢"

La fonction v est donc la solution de I'équation différentielle ' = —y prenant la valeur 1 en 0.
On a alors: pour tout x réel, v (x) = Ce™* et v(0) =1, d'ou, C=1
Pour tout x réel, v (x) =¢™

d) Par définition de u et v, on a: 2f=u —v,
d'ou, pour tout x réel, 2 (x) =e*—¢e™

e'—e
x =
fo=5
4a) On sait: lim €' =+wet lim e* =0, donc, (somme de fonctions) lim f(x) = +oo.
x—+oo xX—+o0 xX—+w
et
lim e*=0et lim e*=+o0,donc, lim f(x)=—o.
yon_ € 4e . ,_ . i
b)f'(x)= 5 (Soit on remarque 2f' = u + v, soit on dérive ...)
Comme pour tout X, e*> 0, 1’ (x) > 0 et f'est strictement croissante sur R.
X |- +0o0
S +
+00
w7
—o0

5) a) D'apres les questions précédentes:

fest dérivable sur R, donc, continue sur IR.

fest strictement croissante sur IR,

dongc, fréalise une bijection de R sur IR)=] lim f(x); lim f(x)[=IR.

X——00 X—+o0

Conclusion:

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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Pour tout m € R, I'équation f'(x) = m a une et une seule solution réelle.

b) f(x) = 3 a pour solution « telle que flx) =3
=3

X —X
, . e —e
Résolution de

X —X

=3oe¢-e"=6

= )P-6e—-1=0
ol X=e"
X'-6X-1=0

Résolution de I'équation du second degré: discriminant A = b? —4ac =40=2 V10
L'équation en X a deux solutions: X; =3 — J10 et X, =3+ 10
Comme e* > 0, la seule solution acceptable est e =3 + V10 .
On cherche donc I'antécédent par la fonction exponentielle de 3 + /10
x=InB+ V10)
La calculatrice donne : la fonction réciproque de I'exp; est la fonction In.

« = 1,82 a 10-2 pres par exces.

1.5158445459
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