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Exercice 4: France juin 2006
C
< C
c <
C ..

1. Notons C I’événement « le ballon est crevé ». Alors p(C)= 0,2.

(a) Comme les tirs sont indépendants la probabilité que le ballon soit intact au bout de deux tirs est:
(1-p(C)y*= 0,8° =0,64.

(b) Calculons la probabilité¢ que deux tirs suffisent pour crever le ballon.

L’événement contraire est : « deux tirs ne suffisent pas », autrement dit, le ballon est intact (n’est pas crevé) au
bout de deux tirs. C’est I’événement contraire de celui étudié au a).

Sa probabilité vaut 1- 0,64 = 0,36.
(c) Calculons la probabilit¢ p, que n tirs suffisent pour crever le ballon.

L’événement contraire est « le ballon est intact (n’est pas crevé) au bout de # tirs », de probabilité (p(C))" =
0,8" (car les tirs sont indépendants).

Par conséquent : p, = 1-0,8" .
(d) p, >0,99 équivauta 1-0,8" > 0,99 c’est-a-dire a 0,8" <0,01.

In(0,01)

La fonction In étant croissante sur ]0; + o[, on trouve # In (0,8) <In (0,01) donc n > m

car In (0,8) <0

soitn >21 .
11 faut que n >21 pour que p, >0,99.
2. Sion sort le 1, I'événement est réalisé si le ballon est crevé en un coup.

Si on sort le nombre £, I'événement est réalisé si "k tirs suffisent pour crever le ballon”
Pour chaque valeur de £ compris entre 1 et 4, la probabilité de crever le ballon est la probabilité p; , calculée
enl)c): P, = 1-08".

1
Le dé n’est pas pipé donc chaque face a la méme probabilité de sortie égale a 1
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1
La probabilité de crever le ballon est : 1 (P + P+ P3s+ py)=..=0,4096.
, o8 2 8 52 _ 4L

3. (a) Les fréquences sont : f| = 200 ~ 100 ° fa= 200 fi= 200 = 13/50 et f4 = 200 -

4 1 2
(b) Alors ¢4° = Z(fk—z) =...=0,00375 .

k=1
(c) On constate que ¢> < D,
Au risque de 10%, on peut considérer que le dé n’est pas pipé. Table des matiéres

Exercice 2 Polynésie septembre 2005
Le plan est rapporté au repére orthonormal direct (O #,V) (unité graphique: 1 cm)
Partie A
JE a pour équation dans (O; %,V) )2 —x2=16
On pose f(x) = Vx’+16 et€ la représentation graphique de f'dans ce repére.
On note €’ la courbe symétrique de € par rapport a l'axe (O, u ). Une équation de €’ est donc y = f'(x)

1) M(x; y) € JE si et seulement si y? = x% + 16 si et seulement si y = VP +16 ouy=-— Vx>+16 si et seulement
siy=f(x)ouy=-—f(x)siectseulementsiye€ € ouye €

2) a) Limites:
lim f(x) = lim f(x) = 1 (limites de fonctions composées: llri X416 = 4o o lim Vx =+00, ...)

X— —0 xX— 40 x— 4w

Variation:

la fonction fest strictement croissante sur [0; +oo[ et strictement décroissante sur ]—oo; 0]

Preuve:

fonction composée (u: x > x>+ 16 strictement croissante sur [0; +oo[ et strictement décroissante sur ]—oo; 0]
a valeurs dans [0; +oo[ suivie de x H> Vx strictement croissante sur [0; +oo])

ou

2x X
dérivée f'(x) = 2\/m = m du signe dex ...

Asymptote:

) —x= VTG —x= (EFHIE= D 16 4) 16

V164 x VX +164x
d'équation y = x est asymptote oblique a € en +oo.

qui tend vers 0 en +oo, d'ou, la droite

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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b) Tracé

Commencer par tracer I'asymptote d'équation y = x et la tangente horizontale au point (0; 4)
Remarquer la parité de £, d'ou, I'axe des ordonnées est un axe de symétrie.

Tracer €' par symétrie par rapport a l'axe des abscisses.

Ne pas oublier aussi le tracé des asymptotes par symétrie

D= IM(x;y) 3 <x<3et VX’+16 <y <5}

L'aire du domaine &) en cm? (1 u.a = 1 cm?) est exprimée par: A(YL) = 30 — j f(x)dx.

-3

3
En effet, l'aire au dessous de € vaut f f(x)dx ...

-3

y )
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Partie B
. , T
r est la rotation de centre O et d'angle — 1
. S S
1 )a) L'écriture complexe de rest:z > "4 z ouz'= "4 z
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On en déduit: x'+ iy’ = (cos(~ % ) +i sin(— % N+ iv).

1

1
On sait: cos(—%)zcos(%)z E etsin(—%)z—sin(%):— 6

On développe, réduit et on identifie les parties réelles et imaginaires:

x'=—(x+y)

-

y'=—=(-x+y)

Sl

1 — 1 _
Les coordonnées de A’ = r(A) sont: X, = E(—3+5)= V2 et vy, = E(3+5)=4\/2

1 — 1
Les coordonnées de B'= r(B) sont: Xz = E(3+5)=4\/2 et Vg, = E(—3+5)= V2

N /

y] |
N i

\
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: . 8
2) a) J' est I'hyperbole d'équation xy = 8, soit, y = L avecx # 0.

(Voir graphique au-dessus)

b) En reprenant les notations du B/1.

M € J' si et seulement si 8 si ot seulement si * = x —~2 —g
A 1y, — % —
(x"s v si et seulement si x".y si et seulement si — 2 >

si et seulement si y? — x2 = 16 si et seulement si M(x; y) € J.
Tout point de /' est 'image d'un point de .J€ par r.
JC' est donc l'image de J€ par r.

— 8
3) Le domaine &' image de &) par r est défini par: &) = {M(x; y)/ V2 <x<4 V2 et T Sy S 52 —x}

Remargque: la droite d'équation y =5 2 —x est la droite (4'B") image par r de la droite (4B) d'équation y = 5

4\6 - 2 442
a) b) L'aire de 9’ en cm? (= u.a.) est A(D") = f (5\/2—x—§)dx = [Sﬁx—%—len(x)

2 X V2
32 — 2
A@) =40~ — =8 In(4 V2)—(10- 5 —8In(v2))=15-81n(4)=15-16 In(2)
Comme une isométrie conserve les aires A(Y') = A(D) ~ 3,910 a 10 par exces. Table des matiéres
Exercice 1 Nouvelle-Calédonie novembre 2005

Le plan est rapporté au repére orthonormal direct (O #,V) (unité graphique: 3 cm)

Voir graphique a la fin de l'exercice

fest I'application (transformation du plan dans lui-méme) d'écriture complexe z'= W
1) A(1 + 21) a pour image A’ d'affixe z, = (3+4i>(1+26i)+5(1_2i) =.=0

B(1) a pour image 4'd'affixe z = (3+4i)>21+5><1 =.= % + % i

C(31) a pour image C'd'affixe z. = <3+4i)<3i6)+5(_3i) =.=-2-1

2) Avec les notations usuelles: x'+ 1y’ = (3+4i)(x+i6y)+5(x—iy) =.= 4x;2y +1 2x3—y
D'ou Re(z) =x'= 4x32y et.Im(z)=y" = 2x3—y

! —

. . . . . x'=x
3) Les points invariants par f'sont les points M(x; y ) vérifiant le systéme: ,_,onadonc:

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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_4x-2y
X = —3 1
ey Les deux équations menent a y = 5 X ¢quation de la droite (D).
3

On constate (et on vérifie ensuite ...) que les points 4’, B’ et C' sont sur la droite (D).
Remarques:

* Tout point de D est invariant (son image est sur D), mais, il y a des points de D qui ne sont pas images d'eux-

mémes.
EI o

y:

** fne conserve pas l'alignement.

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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: 1 : :
4) D'apres les relations trouvées au 2), y'= = x'ce qui prouve que M'= f{M) est un point de (D).

2
5 z'—z  (3+4i)z+5z-6z  (=3+4i)z+5z  (-3+4i)(1-2i)z+5(1-2i)z
Ja) 7 = 62, - 62, B 6(1+21)(1-21) -
(5+101) z+(5-101)z z+z ., z—Z
=.= +i
6X5 6 3

Z /4
est un réel.

3

Or,z+ z =2%e(z) estunréel et z— z = 2i.Ym(z) est un imaginaire pur, d'ou, i
La somme est donc un réel.

z'—z

b) On a alors, si M' # M, arg —_ = 0[], soit (04, MM ') =0 [r].
A
Les droites (OA) et (MM") sont paralléles.

6) Pour construire N’ =f(N),
siN € D alors N'=N.

si N & D alors N’ est le point d'intersection de la paralléle a (OA4) passant par N avec la droite D.
Table des matieres

Exercice 2 Nouvelle-Calédonie novembre 2005

u,=1
fini : = 1, — > 1.
(u,) et (v,) sont définies par: w=u +l pour n>2 etv,=u,—Innpourn =1
n
a) 2] U 2 2 » U3 (25 3 6 s Ug Us 4 12
b) Une méthode
unzun—l—i—l
n
1

unflzun72+

En sommant membre-a-membre les n lignes, on obtient I'égalité:

1
U,=u,+—
2 1 2
u,=1
1 1
Uty + .ottt =u Y+ .t + — + +..+ 7 +1
n n—1 2
t apres simplificati 1+1++1+1nl
et apres simplification: u, = — wt = = —
P P n n—1 2 =k
Une autre méthode (récurrence)
1
e ge 1 1
Initialisation: u, =1 et Z —=—==1, ...
=l
e s . -1
Heérédité: supposons pour un entier n = 1, u, = Z %
k=1
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1 1 1 n+1 1
. — + = — + = —_
onaalors: 4,,., =u, P kZ: A 1 Z I

Conclusion: Pour tout entiern > 1, .....

2 a) Soit k un entier naturel non nul, on a successivement
k<x<k+1 Comme la fonction inverse est strictement décroissante sur ]0; +oo, il vient:
1 1 1 . .
T > . > Tl Comme l'intégration sur [k; k +1] conserve l'ordre, on a:
k+1 k+1 k+1 k+1
1 1 1 k+1 1 1 k+1
—dx = — —dx soit: — — > T
{ K { X f k { X k+1 [x L{
k+1
1 1
Finalement: ——— < —dx < —~
k+1 { X k

b) L'encadrement du 2a) pour k=1 a n— 1 donne:

< [Ldx <1

W= N

1 1 1
s< [ —dr < -

En sommant membre-a-membre les # — 1 lignes, on obtient 1"encadrement:
11 1 1 1 1 1

Py 5 - < |- — — < Pl O
Sty et !xdx+fxdx+ +fxdx 1+ 5 +..+

D'apres 1b) le premier membre vaut: u, — 1

D'apres la relation de Chasles, le deuxiéme membre vaut: f ld x =Inn
1 X

D'apres 1b), le troisieme membre vaut: u, —

1

Finalement; u,— 1 <lnn < u,— ;

. 1 :
puis—u,+1=—-Inn=—u,+ P En ajoutant u, a chaque membre,
| »
l>2u,—Inn= o qui est positif.

1

Conclusion: 0 < vy, < ;

3) Vs — Va =t — In(m + 1) — ttye; + In(n) = ttyr; —, — (In(n + 1) — In n) = % — f %dx

b) D'apres 2a), f d x <

La suite (v,) est decrmssante.

4) D'apres 2 b) la suite (v,) est minorée par 0

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers"
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D'aprés 3b), la suite (v,) est décroissante,

par conséquent, la suite (v,) est convergente vers un réel y.

(Pour la culture: ce nombre y (déterminé par Euler) a pour valeur approchée: 0.5772156649... on ignore la
nature de ce nombre: rationnel? irrationnel? transcendant? ...)

Comme u, = v, +Innetque lim v, =yet lim In(n) =+oo, la suite (u,) diverge vers +oo. Table des matiéres

n— +oo n—+ow

Exercice 1 Ameérique du Sud novembre 2005

Partie A
1) La probabilité qu'un composant vendu est défectueux vaut p = 0,02.
Puisque les 50 éléments sont indépendants, la variable aléatoire X "nombre d'é¢léments défectueux" suit la loi

binomiale B(50; p), d'oi, P(X =2) = (520) 0,027 0,98" = 1225x 0,022 x 0,08"
P(X=2)~02a 10" prés par excés

2)P(X>1)=1-PX=0)=1- 0,98" ~0,64a 10" prés par excés

3) Le nombre moyen de composants défectueux est E(X) = 50x0,02 =1
(Ce graphique n'est pas demandé mais permet de visualiser une loi binomiale

Io
210

-~
~

) ). =
Homiale-qde-parametres-i

Un
S

3
L
K

&

ITU70

o WaAV. R WilaV4
0201401794
Uo7 T00 T 71T

ey

12£00NhQ
CTEDOUPS

2]
\
O
(D
§2 { PR C?) " ») o g ® T T b
g o)
2@ lal@lalalalgp @ &4
e | | [T R || F | XX
= & < o &
& g D oD o ISR %P R o0~ N3 < P
- D D Ne) o) D [o8) o~ D o~ q SR
P T & A A 5 T T A A
P D 'y ') ) < e} q - 0~ N
L 1 2 4 b T 1 11 12 13 1)4 15 |x
Loi bjnomiale de paramétres nj= 50 ef p + 0,02 P(X =12) 7 0,L8580086
Egpérance =1
Ecart|type =|0,989949493461167
Partie B

1 a) Le composant défectueux suit une loi exponentielle de paramétre A, = 5x 10*, d'ou, la probabilité que sa
durée de vie soit supérieure a 1 000 heures est:

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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1000
1000 05

e 510t ) 1
P(T21000)=1— [ 5x10 e ™" "dx =1 [_go0]™ = = ¢ = 75 ~ 0,614 107 prés par
0

0

€XCes

b) Le composant non défectueux suit une loi exponentielle de paramétre A, = 10 *, d'ou, la probabilité que sa
durée de vie soit supérieure a 1 000 heures est:
1000
1000

P(T=>10000=1- [ 107%™ "dx =1- [_¢ 0™ == ¢ ~090a 10 prés par défaut,

0
0

2) Un composant acheté est soit défectueux (D), soit non défectueux ( D ) . B
On a ainsi une partition de l'univers, et, I'événement (7= )= (D N T) U (D N T>)
(Ne pas hésiter a faire un arbre).

t 1000
P(T=0=PDNT)+P(D NT)=002x(1— [5x10%e ™" *dx)+098x(1— [ 107*¢ " *dx)
0

0
t

0

(T2 0= 002x(1— | e 10| )+ 0.98x(1 = [ e ) == 0,026 ¢ +0.98x ¢

3) La probabilité d'avoir un composant défectueux sachant qu'il est encore en état de fonctionner au bout de 1
000 heures est:

P(DN(T>1000)) 0,02x¢ "
P D) = = : ~ 0,01 a 10 % pres par défaut.
e P(T>1000) 0,02xe **+0,98xe "' prEsp
Table des matiéres
Exercice 4 Ameérique du Sud novembre 2005

Partie A
Cret C, sont les représentations graphiques dans un repere orthogonal des fonctions fet g définies sur R par:
Jx)=e" etgx)=x*e¢"

1) Les courbes étant proposées, il suffit de remarquer £{0) = 1 et g(0) = 0 pour les différencier.

y

/ N\
AN RN
,/'/ AN YA ...l....\‘.\\
/_(// \\ // \ﬁ\\ .
3 P J1 o M

2) Il est évident que pour tout x € IR, —x € R et f(—x) =f (x), et, g (—x) = g (x).
Les fonctions fet g sont paires.

3) fest la composée de deux fonctions définies et dérivables sur IR, d'ou, f'est dérivable sur R et pour tout x réel

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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f'(x)=-2x et = —2x.f (x) qui est du signe contraire de x, ( ¢* >0 pour tout X)
, lim —x> — lim ¢* — lim f(x) _
d'autre part, comme xil}rlw X =—wet xil}lw ¢ =0,ona: " =0

d'ou, le tableau de variations suivant: (la parité permet de n'étudier que sur [0, +oof)
X |- 0 +00

fw o0
1
w7

La fonction g est le produit de la fonction carré par la fonction £, d'ou,
8" () =2xf (x) +x*f" (x) = 2x.f (x)(1 —x%) = 2x(1 —x)(1 + x)f (x)

. t .
D'autre part, on sait: LHEO te =, d'ou, en posant ¢ = — x2, on montre lim g(x) _ 0,

x—+w

X —00 -1 0 1 +o0

g'(x) + 0 — 0 + 0 —
o 0 / /e \ 0 / /e \ 0

4) La position relative de Cret C, est donnée par le signe de f(x) — g (x) = (1 —x?) e

1 1
Conclusion: Cret C, se coupent aux points de coordonnées (—1; - )et(1; - )

Sur ]—oo; —1] et sur ]1; + o[, Crest strictement au-dessus de C,.

Sur ]-1; 1[, Cyest strictement au-dessous de Cs,.

Partie B
e r 2 -7 i
1) G définie sur R par G(x) = ft e dt = fg(t)dt
0 0

Comme g est une fonction continue sur R, G est la primitive de g qui s'annule en 0.

2) Pour x > 0, comme g (x) = 0, G(x) est la mesure de 1'aire du domaine délimité par I'axe des ordonnées
d'équation X = 0, la droite d'équation X = x, I'axe des abscisses et la courbe C,. (1 w.a. = i x]jl|)

3) On a d'apres 1), G'(x) =g (x) et comme g (x) > 0, G est strictement croissante sur IR.

4) On pose F(x) = f e "dt (F est la primitive de f'qui s'annule en 0)
0

1 :
Une méthode: Cette méthode n'est possible que parce qu'on nous donne le résultat G(x) = 5 [Fx)—xe ™ ]

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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On sait que G'(x) = g (x), déterminons la dérivée de la fonction ¥: x — % [Fx)—xe * ]

1 2 :
¥'(x)= ) fFx)— e’ —x(2x)e " )=..=g©x).

¥ est donc une primitive de g et comme ¥(0) = ... =0, ¥ est la primitive définie sur R de g qui s'annule en 0.
Conclusion: G=Y.

Une autre méthode: (Intégration par parties)

Gy = [ dr= [ixte"ds
0 0

_ u'(t)=1
ult)=t
On pose ( _q,dou, _ 1 . Les fonctions u et v sont dérivables a dérivées continues sur IR,
v'(t)=te v(t)=—=e
‘ LY Y B 1. 1 .
dv G = - t o = dt:*_. x+_F :_F . X
ou, G(x) t><( e )L {( 5 € ) 5 X-e ) (x) 2[ (xX)—xe ™ ]
lim F(x) — . o Vi
5)a) On admet que """ =l e R (pour la culture: cette limite vaut BN )
: lim G(x) - L .. L X : :
D'aprés 4), ona: =5 (puisque la limite en +oo de —= est 0 croissance comparée)
xX— 00 e

1

bN= [(1-)e"dr = [[f(t)-g(t)]ds

0

Comme sur [0; 1], f(t) — g(t) = 0, N est la mesure de l'aire comprise entre les droites d'équations x =0, x =1 et
les courbes Cret C,.

¢) N est l'aire du domaine coloré en vert sur le graphique.
[ est l'aire sur [0; +oo[ sous la courbe C, (en magenta).

Par lecture graphique, on voit que l'aire en vert est supérieure a la moiti¢ de l'aire sous C,.

D'ou, N> é Table des matiéres
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