Centres étrangers juin 2012

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie
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Les cinq questions sont indépendantes.

Pour chaque question une affirmation est proposée. Indiquer si elle est vraie ou fausse en justifiant la réponse.
Une réponse non justifiée ne sera pas prise en compte.

Toute trace de recherche sera valorisée.

1. On consideére I’équation (E) : 3x —2y =1, ou x et y sont des entiers relatifs.

Affirmation : les solutions de 1’équation (E) sont les couples (9 + 2k ; 13 + 3k ), avec k appartenant a I’ensemble
Z des entiers relatifs.

L'affirmation est vraie :

Attention : il ne suffit pas de vérifier que les couples sont solutions, il faut aussi montrer que ce sont les seules.
Démarche des résolutions d'équations diophantiennes .... Classique

étape 1 : (9 ; 13) solution particuliere

étape 2 : Si (x ; y) solution de (E) alors 3x — 2y =3X9 - 2X13

Puis : 3(x —9) =2(y — 12) et Gauss ...

étape 3 : vérification.

2. Soit n un entier naturel. On considéere les deux entiers a et b définis par: a=3n+ 1 etb=2n+ 3.
Affirmation : le PGCD de a et b est égal a 7 si et seulement si n est congru a 2 modulo 7.
L'affirmation est vraie :
Attention, il s'agit de prouver une équivalence
Soit d le PGCD de a et b.
d est un diviseur positif commun a a et b.
d divise toute combinaison linéaire d'entiers donc d divise —2a +3b =7
dvaut 1 ou7.

Soitn =2 (mod. 7) Onaalors:a=3X2+1(7)etb=2X2+3(7)
a=0T7)etb=0(7)
Sin = 2 alors 7 est le plus grand commun diviseur de a et b.

Sid=7alors3n+1=0(7)et2n+3=0(7), soit: 3n=-1(7)et2n=-3(7)

On cherche dans la table de multiplication des congruences de 7, un entier & tel que 3k =1 (7)
k=15 convient car 3X5=15=1(7)

et un entier £’ tel que 2k' =1 (7) k'= 4 convient

3n=-1(7) implique n = -5 =2 (7)

2n = -3 (7) implique n = —-12 = 2 (7)

L'équivalence est démontrée
3. Soit # un entier naturel. On considere les deux entiers a et b définis par: a =2n*>+7n+21 et b=2n+ 2.
Affirmation : pour tout entier naturel #, le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b sont

respectivement égaux an +2etn + 17.

Ici, un contre-exemple suffit a montrer que 1'affirmation est fausse.
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Posonsg=n+2etr=n+17,ilfaut:a=bg+ravec0 <r<b
n=20 a=21,b=2,g=2etr=17 17> 2 ce qui contredit la définition de la division euclidienne.

Remarque : 2n+2)(n+2)+n+17=2n*+Tn+2let0<n+17<2n+2
n+ 17 <2n+ 2 si et seulement si n > 15.

La proposition est vraie si et seulement si n > 15

4 & 5. Hors programme

Antilles-Guyane juin 2012  Pour les candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité
Les quatre questions sont indépendantes.
1. a. Vérifier que le couple (4 ; 6) est une solution de I’équation (E) 11x — 5y = 14.
b. Déterminer tous les couples d’entiers relatifs (x ; y) vérifiant I’équation (E).
Classique .... voir tous les exercices de ce type.
S={@4+5;6+11k), ke Z}

2. a. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 2°” =1 (mod 7).
Classique :
2" = (2°) et 2° =8et8=1(7),dou, ...

b. Déterminer le reste de la division euclidienne de 2011**"* par 7.
2011 =7X287 +2,d'ou, 2011 = 2 (7), et, 2012 =3X670 + 2
Donc : 2011*"7% = 2°77*2 (7)
23><670+2 — (23)670 X22
2011°°"7 =4(7)

Comme 0 < 4 <7, le reste de la division euclidienne de 2011°°"

par 7 est 4.
3- hors programme.

: : : A ) . . A
4. On considére I’algorithme suivant ot Ent (ﬁ) désigne la partie entiére de N

A et N sont des entiers naturels
Saisir A

N prend la valeur 1

Tant que N < VA

A A A
i — — Ent|—| = A N et —
Si N n (N) 0 alors Afficher N et N
Fin si

N prend la valeur N + 1
Fin Tant que.

Quels résultats affiche cet algorithme pour A =12 ?

Comme 3 < 12 <4, le déroulement de I'algorithme s'arrétera lorsque N = 4
Premiere boucle N = 1, condition vérifiée , affichage 1 et 12,

N prend la valeur 2.

Affichage : 1et12,2et6;3et4
Deuxieme boucle N = 2, condition vérifiée , affichage 2 et 6,
N prend la valeur 3.
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Troisiéme boucle N = 3, condition vérifi¢e , affichage 3 et 4,
N prend la valeur 4.
Fin de l'algorithme.

Que donne cet algorithme dans le cas général ?
Cet algorithme donne les diviseurs de N.

Meétropole septembre 2012 Candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité
Les cinq questions sont indépendantes.
Pour chaque question, une affirmation est proposée. Indiquer si elle est vraie ou si elle est fausse en justifiant la
réponse.
Un point sera attribué pour chaque réponse correctement justifiée. Aucun point ne sera attribué a une réponse
non justifiée.
1. Soit (E ) 5x + 6y = 3, ou x et y sont des entiers relatifs.
Les seuls couples qui sont solutions de 1’équation (E ) sont les couples (18% + 3, =15k — 2) ou & est un entier
relatif.
Affirmation fausse
Les seuls couples qui sont solutions de 1’équation (E ) sont les couples (6k + 3, =5k — 2)
(il ne faut pas multiplier 'ensemble des solutions de 5x + 6y = 1 par 3, mais, une des solutions particuliéres,
puis, utiliser le théoréme de Gauss).
un contre-exemple suffit :
le couple (9 ; —7) est tel que 5X9 + 6X(—7) = 3 et on ne peut pas trouver d'entier k tel que 18k +3 =9
2. Le reste de la division euclidienne de 3"
Affirmation fausse
Commencer par chercher le premier exposant x donnant 3* =1 (7)ou 3* =-1(7)
Dans les puissances de 3:9=7+2,27=21+6=28 -1
3* =-1(7), d'ov, comme 2012 =3%x670 +2, 3 = (—1)7 x32(7)
3P =9=2(7)
Le reste de la division euclidienne de 3
3-4-5 Hors programme.

par 7 est égal a 6.

2012 par 7 est égal a 2.

Ameérique du Nord mai 2012 Candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité

La premiére question n'est plus au programme

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O;7,7) .

Soit S la transformation du plan qui, a tout M d’affixe z , associe le point M’ d’affixe z' telle que :
z'=5iz + 61+ 4.

Partie A

Hors programme : 1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation S .

T
S est une similitude directe de rapport 5 et d'angle 5

2. On note x et x’, y et y' les parties réelles et imaginaires respectives de z et z'.

. '==5y+4

Démontrer que : o , Y
y'=5x+6

(Remarque :
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. . , Lo . x' X
Avec le nouveau programme cette question peut étre présentée a l'aide de matrices : M' = ( ) M= ( )

v’ y
= 0 _5 = 4 ’:
T—(S O)U (J.M ™ + U
0 5

ouencore N'=(x'y') N=(xy) T, = 5 0

)eﬂh=M®NENﬂ+M)

Partie B

Dans cette partie, on se place dans le cas ou les coordonnées x et y du point M sont des entiers relatifs tels que
3<x<S5et-3<y<S5s.

On note & ’ensemble de ces points M.

On rappelle que les coordonnées (x”; y") du point M', image du point M par la transformation S , sont
x'=-5y+4ety=>5x+6.

1. a. Déterminer I’ensemble des couples d’entiers relatifs (a ; b) tels que 4a + 3b = 5.

b. En déduire I’ensemble des points M de & de coordonnées (x ; y ) tels que —3x'+ 4y’ == 37.

2. Soit M un point de ’ensemble & et M’ son image par la transformation S .

a. Démontrer que x' + y' est un multiple de 5.

b. Démontrer que x'— )" et x’ + y' sont congrus modulo 2.

En déduire que si x? — " est multiple de 2 alors x'— y" et x" + ' le sont également.

c. Déterminer I’ensemble des points M de & tels que : x? — y”? = 20.

A- 2) Avec les notations de I'exercice :
Z/=51z+61i+4 e x'+iy'=5i(x+iy)+61+4=-"5y+4+i(5x + 6)
les nombres complexes sont €gaux si et seulement si ils ont leur partie réelle égale ET leur partie imaginaire
égale.
x'==5y+4
y'=5x+6

B-4a +3b =35 aune solution évidente : a =5 et b=-5
4a+3b=5=4a+3b=4X5+3X(-5) = 4a-5=3(-b-5)

Comme 3 et 4 sont premiers entre eux, on a d'apres le théoreme de Gauss :

4 divise —b — 5.

Il existe un entier & tel que —b — 5 = 4k.

En substituant dans 1'équation, il vient : 4(a — 5) = 3X4k, soit : a — 5 = 3k.

Les solutions sont de la forme (5 + 3k ;-5 —4k), ke Z.

Réciproquement : les couples (5 + 3k ; —5 — 4k) vérifient : 4X(5 + 3k) + 3(-5—4k) =5
L'ensemble des solutions de 4a + 3b =5 est I'ensemble &' = {(5 + 3k ; -5 — 4k), k € Z}.

b) 3x'+4y'==37 & -3(-5y +4) + 4(5x + 6) = 37 < 4x + 3y = 5 (apres réduction par 5)
D'apres a), il reste a déterminer ktelsque -3 < 5+3k <Set-3 <-5-4k<5

8 1 5
— = <k<Oet— = 2k>- =
7 Sk<Oet— 5 >k>- 3

= louk=-2 Sik=-1,x=2ety=-1,sik=-2,x=—1ety=3

E=1{@2;-1),(-1;3)}

2. Soit M un point de [’ensemble & et M' son image par la transformation S .
a. Démontrer que x' + y' est un multiple de 5.
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x'+y'=-"5y+4+5x+6=5x—-y+2).
puisque x et y sont des entiers, la somme x + y + 2 est enti¢re, d'ou,
x'+ y"est un multiple de 5.

b. Démontrer que x'— y' et x' + y' sont congrus modulo 2.
En déduire que si x”? — y? est multiple de 2 alors x'— y' et x' + y' le sont également.

x'—y'etx"+ y'sont congrus modulo 2 si et seulement si (x—y')—(x'+y")=0(2)
Comme (x—y') — (x"+y")=2(—»"), la proposition est vraie

X7 =y =(x"-y)x"+y

Si(x'—)y)(x"+y")=2q avec g € Z alors 2 divise 'un des facteurs
Comme les deux facteurs sont congrus modulo 2,

si x"? — y"? est multiple de 2 alors x'— )’ et x' + )’ le sont ¢galement.

c) x?—y=?=20.

D'aprées ce qui précede, x’+ y’ est multiple de 5 et de 2,
et, x'— y"est multiple de 2.

Soit: x"+y'=10ket x'—y'=2k'

Le produit : x?—y”?=20kk’, donc, kk'=1
k=1letk'=1 ouk=-letk'=-1

xX=—
[x +y'=10 [2x =12 _ [x =6 [—5y+4_6 . 5

x!_ylzz 2y’:8 y!:4 5v+6=2 (SOhlthHeXClue)

ouk=-letk'=-1
x'+y'=—10 - 2x'=—12 - x'=—6 - —5y+4=-6 - x=-=2
x'—y'==2 2y'=-8 y'=—4

On a une et une seule solution dans & : (-2 ; 2)

Polynésie juin 2012 Pour les candidats ayant suivi ’enseignement de spécialité
Partie A
On considére 1’équation (E) : 25x — 108y = 1 ou x et y sont des entiers relatifs.
1. Vérifier que le couple (13 ; 3) est solution de cette équation.
2. Déterminer I’ensemble des couples d’entiers relatifs solutions de 1’équation (E).

Partie B
Dans cette partie, a désigne un entier naturel et les nombres ¢ et g sont des entiers naturels vérifiant la relation
25g —108c=1.

On rappelle le petit théoréme de Fermat :

Si p est un nombre premier et @ un entier non divisible par p , alors g”~
a ' =1[p].

1. Soit x un entier naturel.

Démontrer que six=a [7] etx=a [19], alors x =a [133].

2. a. On suppose que a n’est pas un multiple de 7.

' est congru a 1 modulo p que I’on note

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Démontrer que ¢° =1 [7] puis que ¢'® =1[7].

En déduire que (a”)¢ = a[7]

b. On suppose que a est un multiple de 7.

Démontrer que (a”)* = a[7]

c. On admet que pour tout entier naturel a, (¢”*)* =a [19].

Démontrer que (a”)* = a [133].

Partie C

On note A I’ensemble des entiers naturels a tels que : 1 < a < 26.

Un message, constitué d’entiers appartenant a A, est codé puis décodé.

La phase de codage consiste a associer, a chaque entier a de A, I’entier r tel que
a® =r[133]avec 0 < r<133.

La phase de décodage consiste & associer a r, I’entier 7 tel que " =r [133] avec 0 < r, < 133.
1. Justifier que v, =a [133].

2. Un message codé conduit a la suite des deux entiers suivants : 128  59.
Décoder ce message.

Partie A

On considere [’équation (E) : 25x — 108y = 1 ou x et y sont des entiers relatifs.

1. Verifier que le couple (13 ; 3) est solution de cette équation.

Evident en faisant le calcul ....

2. Déterminer [’ensemble des couples d’entiers relatifs solutions de [’équation (E).
25x— 108y =1et 25X13 — 108 X3 = 1 mene a 1'équation : 25(x — 13) = 108(y — 3)
Théoréme de Gauss : il existe un entier k tel que x — 13 = 108k,

puis, y — 3 = 25k.

Les solutions sont de la forme (13 + 108k ; 3 +25k) ou k € Z.

Réciproquement :

Les couples (13 + 108k ; 3 + 25k) vérifient 25X (13 + 108k) — 108(3 + 25k) =1, d'ou,
l'ensemble & des solutions est : & = {(13 + 108k ; 3 + 25k), k € Z}

Partie B
Dans cette partie, a désigne un entier naturel et les nombres c et g sont des entiers naturels vérifiant la relation
25g — 108c = 1.

1. Soit x un entier naturel.

Démontrer que six =a [7] etx = a [19], alors x = a [133].

x = a [7] équivaut a x — a est divisible par 7 (il existe un entier ¢ tel que x —a = 7q)

x = a [19] équivaut a x — a est divisible par 19 (il existe un entier ¢' tel que x —a = 19¢")
Comme 7 et 19 sont premiers entre eux, x — a est divisible par 7X19 =133, d'ou, x = a [133]

(Rappel de la démonstration du cours :

x—a=7qet x—a = 19q"implique 7q = 19q'

Comme 7 et 19 sont premiers entre eux, le théoreme de Gauss implique 7 divise q', d'ou, q' = 7q" ...(q"" entier)
en substituant ¢'par 7q" ,ona: x—a =19X7q" = 103q".)

2. a. On suppose que a n’est pas un multiple de 7.
Démontrer que o° =1 [7] puis que ¢'"® =1/[7].
En déduire que (a™)* =a[7]

7 est premier et a n'est pas un multiple de 7, le petit théoréme de Fermat s'applique, d'ou, ' ' = 1[7].

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Onabien: ¢°® =1[7].
Or6x18=108,ona: (a°)* =1[7],s0it: a'™ =1[7].

Or, 25g — 108¢c =1, donc, 25¢ =1 + 108¢
(aZS)g _ a1+108c =aX (aIOS)c
a'"® =1[7] implique (a'®)" = 1[7], puis, ()¢ =a[7].

b. On suppose que a est un multiple de 7.

Démontrer que (a™)* =a[7]

Puisque a est un multiple de 7, on a :
a=0[7],dou, a®¢ = (a)* =0[7]
Par transitivité de la congruence, on obtient : (a”)¢ = a [7]

c. On admet que pour tout entier naturel a, (a™)* =a [19].
Démontrer que (a”)* =a [133].

D'aprés B-1,si (a)® =a[7]et (a”) =a[l9]alors (a”)® = a[133].

Partie C

On note A l’ensemble des entiers naturels a tels que : 1 < a < 26.

Un message, constitué d’entiers appartenant a A, est codé puis décode.

La phase de codage consiste a associer, a chaque entier a de A, [’entier r tel que

a® =r[133] avec 0 <r<133.

La phase de décodage consiste a associer a r, ['entier r, tel que r"” =r; [133] avec 0 <r; < 133.

1. Justifier quer; =a [133].

au 1), on a vu que (13 ; 3) étaient solution de (E) et le couple (g, ¢) intervenant dans la partie B/ est une solution
de (E).

On peut donc appliquer les résultats de la partie B/ avec g = 13 et ¢ = 3, notamment : (¢”*)" = a [133]

(a®)” = " [133]et (a®)" = a[133] (partie B)

Onabien: r =a[133].

2. Un message codé conduit a la suite des deux entiers suivants : 128  59.
Décoder ce message.
Le message est codé par r et décoder en retrouvant a, c'est-a-dire en calculant 7, .

128 = -5 [133] et (—5)"° =-131[133]et—131 = 2[133].
Comme 1 < a < 26, on obtient : 128 est décodé par 2.

5913

en procédant par étape :

592 = 23 [133], puis, 232 = 130 = -3 [133], donc, 59" = -3 [133]
59 = (=3) =-27 [133]

598 = _27x59 [133]

59" =130 = 3 [133]

59 est décodé par 3.

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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