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_ 1

Comportement des fonctions de référence a ’infini: x — x%, x — ,x b Jx,x %,x = .
X
, 1 1
en zéro: x — X B —

; x2

Asymptote horizontale, verticale ou oblique.

Ce travail sera illustré a I’aide des outils graphiques . On s’intéressera a des fonctions mises sous la forme:
f(x) =a x+b+e(x), la fonction € tendant vers 0 en +oo ou en —co .

On s’appuiera sur I’intuition; les résultats usuels sur les sommes et produits de limites apparaitront a travers des
exemples et seront ensuite énoncés clairement.

On se place dans un repére et on le positionne selon 1'usage usuel.
On lit donc de gauche a droite sur I'axe des abscisses et de bas en haut sur I'axe des ordonnées.

Le symbole +oo (respectivement : —oo) n'est pas un nombre mais une notation pour indiquer que les nombres
réels prennent des valeurs de plus en plus "hautes" (respectivement: de plus en plus basses) sur I'axe des
ordonnées ou de plus en plus "a droite" (respectivement: de plus en plus "a gauche") sur 'axe des abscisses.

. 1 1 e . .
Lorsqu'une expression comme — ou —; n'est pas définie pour la valeur 0, mais pour toute autre valeur aussi
x xZ )

proche de 0 que I'on veut, on s'intéresse alors au "comportement” de 1'expression.

Ces comportements se traduisent rigoureusement par la notion de limite.

Dans tout le paragraphe, f'est une fonction et C; sa représentation graphique dans un repere.

La fonction f est définie sur un voisinage qui permet de donner du sens aux phrases x tend vers +oo, x tend vers
—oo ou x tend vers le réel a.

Par exemple, si fest la fonction x — /x , on peut se poser la question:

que se passe-t-il quand x tend vers +oo?

ou que se passe-t-il quand x tend vers 0?

Mais, les questions suivantes sont des non-sens:

que se passe-t-il quand x tend vers —oo?

que se passe-t-il quand x tend vers —1?

Dans les définitions suivantes, le symbole w désigne +oo ou —co ou un réel a selon les cas.

Vous pouvez (et devez) illustrer tous les exemples d'étude de fonctions a 1'aide des représentations

Les méthodes sont les habitudes de 'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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graphiques.

La calculatrice graphique est un outil pour prévoir ou pour vérifier (jamais pour démontrer).

3.1 Limite égale a +o.

le symbole w désigne +oo ou —co ou un réel a selon les cas.

Remarque: A est un réel quelconque que l'on peut choisir aussi grand que ['on veut.

Dire que la limite de f en w est +oo signifie que C;reste au-dessus de la droite d'équation y = 4 ou 4 est un réel
quelconque des que x est suffisamment proche de w.

On note: }gl})f(x) =+o0

On lit: la limite de f quand x tend vers w est +oo, ou, la limite de f'en w est +oo.

3.1.2.1 Lorsque x tend vers —oo.

Quand x tend vers -, f(x) tend vers +oo. V\/\/\A/\/\/\
On peut toujours se placer suffisamment loin vers la gauche sur I'axe des abscisses,

pour étre au-dessus de toute droite horizontale.

Illustration 1 avec GeoGebra

Les méthodes sont les habitudes de 'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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3.1.2.2 Lorsque x tend vers +oo.

{ Quand x tend\ve ers +oo.
amment loin vers la droite sur I'axe des abscisses,

~n harizoantale

-~/ =EVTTILUTN, T T T T T T T

Illustration 2 avec GeoGebra

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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3.1.2.3 Lorsque x tend vers un réel a.

A=205

' a
. Quand x tend vers a, f(x) tend vers|+co.

On peut toujours se placer suffisamment|proche de a sur I'axe des abscisses,
1 pour étre au-dessus de toute droite horizontale.

Illustration 3 avec GeoGebra

Voir aussi le paragraphe: asymptote verticale

3.2 Limite égale a —0

le symbole w désigne +oo ou —0 ou un réel a selon les cas.

Remarque: A est un réel quelconque que l'on peut choisir aussi loin que possible vers —co.

Dire que la limite de f'en w est —oo signifie que Cyreste au-dessous de la droite d'équation y = 4 ou 4 est un réel
quelconque deés que x est suffisamment proche de w.

On note: }E‘lf(x) = _0

On lit: la limite de /' quand x tend vers w est +oo, ou, la limite de f'en w est —o.

Les méthodes sont les habitudes de 'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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3.2.2.1 Lorsque x tend vers —co.

Quand x tend vers -0, f(X) tend vers -oo.
On peut toujours se placer suffisamment loin vers la gauche|sur I'axe des
pour étre au-dessous de toute droite horizontale. |

y=f(x)

illustration 4 avec GeoGebra

3.2.2.2 Lorsque x tend vers +oo.

Les méthodes sont les habitudes de 'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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Quand x tend vers +oo, f(x) tend vers -co.
On peut toujours se placer suffisamment loin Vers la droite sur I'axe des abscisses,
pour étre au-dessous de toute droite horizontale.

y=f(x)

Na .
Illustration 5 avec GeoGebra

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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3.2.2.3 Lorsque x tend vers un réel a.

L]

Quand x tend vers a, f(x) tend vers -o.
On peut toujours se placer suffisamment proche de a sur I'axe des abscisses,
pour étre au-dessous de toute droite horizontale.

y=f(x)

Illustration 6 avec GeoGebra

Voir aussi le paragraphe: asymptote verticale

3.3 Limite égale a un réel |

le symbole w désigne +oo ou —0 ou un réel a selon les cas.

[ est un nombre réel donné (fixé)
On définit une bande (horizontale) centrée sur la droite d'équation y = /.

Autrement dit, cette bande est limitée par deux droites (les bords de la bande) d'équation y=[/+eety=/—€ou
€ est un réel quelconque non nul (aussi petit que 1'on veut).

La bande peut €tre aussi étroite que 1'on veut.

Dire que la limite de f'en w est le réel / signifie que la courbe Cyest entierement incluse dans toute bande
centrée sur la droite d'équation y =/ dés que x est suffisamment proche de w.

On note: }Cl_r_r(lo flx) - [, et, on lit: la limite de /' (x) quand x tend vers w est égale a /, ou f(x) tend vers / quand x

tend vers .

Les méthodes sont les habitudes de 'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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3.3.2.1 Lorsque x tend vers —co.

La limite de f(x) estl en -
La courbe de f reste dans la bande centrée sur la |droite
d'équaytion y = | aussi étroite que I'on veut dés que x est suffisamment
a gauche sur I'axe des abscisses.

Illustration 7 avec GeoGebra

Voir aussi le paragraphe: asymptote horizontale

Les méthodes sont les habitudes de 'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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3.3.2.2 Lorsque x tend vers +oo.

La limite de f(X) estl en +

1 La courbe de f reste dans la bande centrée sur la droite

d'équaytion y = | aussi étroite que I'on veut dés que x est suffisamment
a droite sur I'axe des abscisses.

Illustration 8 avec GeoGebra

Voir aussi le paragraphe: asymptote horizontale

3.3.2.3 Lorsque x tend vers un réel a.

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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y=f(x)

Tous les points de la courbe de f s'accumulent autour du point
de coordonnées (a, |).

£=18 _ Quand x tend vers a (sur I'axe des abscisses), f(x) tend vers | (sur
I'axe des ordonnées)

Illustration 9 avec GeoGebra

Cette notion est celle que 1'on a déja rencontrée dans le cas ou on a étudié la dérivabilité d'une fonction.

f<x0+h)—f(x0)

En effet, si on nomme T la fonction 4 .

, on a eu besoin d'étudier E,lj% T(h)

Voir le paragraphe: retour au nombre dérivé

Dans tous les cas, il suffit de retenir l'allure de la courbe représentative pour retenir le résultat.

Les limites indiquées sont celles aux bornes des intervalles de définition de la fonction.

Fonction Observation Limites
Yy
Iim x _
Y% En—co, ~7 © =-—o0.
X Xx

Dy = J=o0; oo

En +oo lim x =+o0

> x>+

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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Fonction Observation Limites
\ / o
\\ / En —o, 1M X" — o0
\
\ [
\ /
X = x?
Dy = J-o0; +oo[ \ /
\ /
\ /
\ /
: En +oo, lim x” —
\\ // > xo+w
0 BY
=T . 3
En—wo, lim x° — o
|
|
|
|
|
|
/
X = x3 /
Dy = J-o0; +oo[ *
%
/fO X
/
/
|
I En+eo, [m X = o0
|
|
|

Les méthodes sont les habitudes de 'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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Fonction Observation Limites
y =T .
— En 0, lim vx = 0
1 = x=0
X = \/x - //
Dy =10; +oo[ 9 he En +o, lirP Vx — +00
i
.1
En—oo; lim — =0
x——wo X
I
=% En 0:
: lim -
— Slx<0, =0 X = —00
X = = — x<0
X —_—_ 0 X
Dy =103 0[ U 10; +oo] |
Six>0, M —4op
x>0

1
En +oo; lim — =0

x—o+0 X

Les méthodes sont les habitudes de 'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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Fonction Observation Limites
3

i

.1
En—o; lim — =0

X——0 X
R
1 T 1
re = \ En0; lim — =+
X x=0 x
Dy = ]-o0; O[ U ]0; +oof /I \\
0 X

.1
En +oo; lim = =9

x—+40 X

Mises en garde:

* Une limite de fonction ne donne pas nécessairement un nombre réel (c'est une étude du comportement de la
fonction quand la variable tend vers ...)

On ne fait pas des opérations sur les limites, mais, on fait des opérations sur les fonctions (on trouve une autre
fonction: voir un précédent chapitre sur les fonctions), et, on cherche la limite de la nouvelle fonction

** Les théorémes suivants sont admis.

*** Comme tous les théorémes, ils s'énoncent sous la forme "si ... alors ..."

Le plus important dans ces théorémes est de retenir les formes ou ils ne permettent pas de conclure,
car, quand ils permettent de conclure, ils sont "évidents" et ne posent donc pas de difficultés.

*#%* le symbole w désigne +oo ou —oo ou un réel a selon les cas.

5.1 Limite de la somme de deux fonctions

Si f'a pour limite en w, [ [ [ +00 —o0
et, si g a pour limite en w, ' +00 —00 +00 —o0
alors, f+ g a pour limite en w, [+ +00 —o0 +00 —00

Des exemples:

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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5.1.1.1 Exemple 1
a) f'est la fonction définie sur IR par f(x) = x* + x
fest la somme de deux fonctions: x - x*etx — x

. 2 . .
En +o0, on sait: lim x” — +00, lim x _ o d'ou, lim f (x ) = +00. (Théoréme sur limite d'une somme de
x—+o0 x— -+ x—+0©

fonctions)

lim x _

> x—>—o

. 2
En —o0, on sait: xlirflw X =4 —oo, d'ou, on ne peut pas conclure ainsi (une méthode sera

indiquée lorsque toutes les propriétés auront été étudiées: voir paragraphe, limite d'un polynéme a
I'infini)

5.1.1.2 Exemple 2

1
b) g est la fonction définie sur R" par g (x) = x>+ <

. 1
g est la somme de deux fonctions: x > x> etx — —
X

5.1.1.2.1 Enl'infini

. 2 .1 :
En—-co, 1M X" — 45 lim — =0, d'oy, xlirflw glx) - 1o (Théoréme sur limite d'une somme de fonctions)

X—==0 X——00

De méme, en +oo, xlirfw glx) _ +00.

5.1.1.2.2 En0

En 0, deux cas

.1 :
. 2 = o lim g(x
Limite a gauche (x < 0), }E‘g X =0et }leg x =—00,d'ou, x-o glx) = —o0.
x<0 x<0
o lim 52 lim L  lim g(x)
Limite a droite (x > 0), mg X =0et _  =+oo,dou, x-0 = o0,
A >0 x>0

Voir aussi le paragraphe :_asymptote verticale

5.2 Limite du produit de deux fonctions

Si f'a pour limite en w, / [ #0 [ #0 +00 —0 +00

et, si g a pour limite en w, I’ +00 —o0 +00 —00 —o0

.. , | oosil>0 | —osi/>0
alors, fxg a pour limite en w, /x/ osi]<0 | +oosil<0 +00 +00 —0

5.2.1.1 Exemple

1
Soit fla fonction définie sur R™ par /' (x) = (x + 5) (;_ 1)

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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fest le produit de deux fonctions x — x+5Setx > — —1

X

5.2.1.1.1 Enl'infini

En +oo, on a: xlier Y = too et xlier e 5, d'ou, (limite d'une somme), xlier X+ — oo,
. ; .. . 1
lim — =0et M —1 —_ qop, (limite d'une somme), lim ——1) =-1
X — 40 X X—+o0 X — 4o X
. 1
On en déduit: lim (x+5) ;—1) = —0.
X—+00
En —o0, on a: xl_ifi Y = et xl_iglw > =5, d'ot, (limite d'une somme), xl_igo X+ - o,
. : . . 1
lim == 0 et xlllgo =1 —_1, d'ou, (limite d'une somme), lim ;1) =-1
L 1
On en déduit: lim (x+5) ;—1 = +00,
5.2.1.1.2 Eno0
En 0, deux cas
Limite a gauche (x <0),
. .1 . .1
11_{% (x+5) = 5, et, }leg ¥ ==, }Clil’(} -1 =1 dou, }ES x I - % (limite d'une somme ...)
x<0 x<0
0 déduit: (limite d' dui llm(x+5) l—l _
n en déduit: (limite d'un produit) 0 X = —00,
x<0
Limite a droite (x > 0),
) .1 . .1
ETE (x+5) — 5, et, }CI_IE ¥ =+, lgr; -1 =1 qou, 11_{13 Y I i (limite d'une somme ...)
x>0 x>0
0 déduit: (limite d' dui 11m(x+5) l—l =+
n en déduit: (limite d'un produit) = X = +o0,
x>0
Voir aussi le paragraphe :_asymptote verticale
5.3 Limite de l'inverse d'une fonction
0
Si f a pour limite en w, I #0 | f(x)> 0 pourx voisin | f(x) <0 pourx voisin |+ —00
de w de w
1
alors, 7 a pour limite en w, 7 +o0 —0 0 0
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5.3.1.1 Exemple

1
x=3"

fest la fonction définie sur IR — {3} par f(x) =

festl'inverse de la fonction x > x—3

|

En —oo, on sait: xlir_noo (x=3) = —o0, d'ou, lim ~—3 = 0 (limite de l'inverse)
En +oo, on sait: xl_iglw (x-3) _ +oo, d'ou, lim =0 (limite de I'inverse )

x—+oo x_3

En 3, on a deux cas, en effet, x — 3 change de signe en 3

Limite a gauche (x <3), encecas:x—-3<0
) . 1
limx=3 — g etx—3<0,dou, M3 =~
x<3
Limite a droite (x > 3), encecas:x—3>0

lim x=3 _ ¢ ¢t x—3>0, don, 1M 73 =+,

x -3 > x-3 X —
x>3

Voir aussi le paragraphe :_asymptote verticale

5.4 Limite d'un quotient de deux fonctions

Si f'a pour limite en w, / / [ #0
et, si g a pour limite en w, I'#0 0 0
l J4 .
alors, S a pour limite en w, - 0 et eﬁud1er le
g / signe

5.4.1.1 Exemple

2

Soit f'la fonction définie sur IR — {1} par f(x) = -

festle quotientde x > x?etx > x—1

En —o et en +o00, on ne peut pas conclure avec ce théoréme, car, le numérateur et le dénominateur ont des
limites infinies. (On verra la méthode au paragraphe suivant).

En 1: on a deux cas, en effet, x — 1 change de signe en 1.

Limite a gauche (x <1), encecas:x—1<0

Les méthodes sont les habitudes de 'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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2

X
Ona: limx* = et IMx—1 —getx—1<0,doy, M7 =0,
x<l
Limite a droite (x> 1), encecas:x—1>0
2
On a: hmx =1et lln}x '=0etx—1>0,dou, hf}x [ =+

x>1

Voir aussi le paragraphe :_asymptote verticale

5.5 Des exemples Des méthodes

Soit fla fonction polyndme définie sur IR par f(x) = x* —x2—3x+ 1

Limites en —o0 et en +oc0.

Dans les deux cas, si on cherche a appliquer le théoréme sur la limite d'une somme de fonctions, on ne peut pas
conclure.

La méthode consiste a transformer 1'écriture en factorisant le terme de plus haut degré.

Cette méthode se retrouve avec d'autres fonctions qui seront étudiées en terminale.
3 3 1 1 1
Pourx #0, x —x*-3x+1=x (1- = 3x 5 + 3)=f(x).
X X X
Maintenant, f'(x) est écrit sous forme d'un produit.

|
Ainsi, quand x tend vers 1'infini (+ ou — ), les nombres T 2 et — tendent vers 0.
X x

1 1
D'ou, la somme entre parenthéses 1 — ~ —3x — + —3 tend vers 1 quand x tend vers + ou — .
X X

I 3,1
On a alors: hm X —iwet lim l-——=+—= =
x>+ X x X

On peut conclure (limite d'un produit): xliIPw Flx) = e,

La méme démarche méne a: xllrflw Fx) =,

Une fonction rationnelle est un quotient de deux polynéomes.

5.5.2.1 exemple 1

: , : 2x’-5x+1
a) Soit fla fonction définie sur IR par f'(x) = %
X
Limites en —oo et en +co.

Dans les deux cas, si on cherche a appliquer le théoréme sur la limite d'un quotient de fonctions, on ne peut pas
conclure.

Les méthodes sont les habitudes de 'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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Comme pour les polynomes, on factorise au numérateur et au dénominateur les termes de plus haut degré et
ensuite, on "simplifie" les facteurs communs.

5 1 1
Pourx # 0, 2x*—5x + 1 =x*2 — T + Z)etx>+1=x(1+ —3)
X X
5.1
x*(2-5/x+1/x%) _;—i_?
On peut écrire: f(x) = 5 3 =
x (1+1/x7) 1+L
2
X
. o : 5,1 . 1
D'aprés le paragraphe précédent, lim 2——+— =2¢t lim 1+— =1
X —+0o0 X X X —+w X
On peut conclure (limite d'un quotient): )}i‘?w (x) =5
La méme démarche en —co méne a: xlirflw f(x) = 2.
5.5.2.2 Exemple 2
3
b) Soit g la fonction définie par g (x) = %
X
Limites en —co et en +co.
La démarche prise au a) donne successivement:
2 1

x(1+=-—

2 () = C+2/x°-1/x°) X’ x3)
= : = =_\ * )]
x (1+1/x%) N %
X
- . 2 1 . 2 1
Au numérateur, on a: 1M X = 4pet lim 1+5—— =1 dou, (produit) lm x|1+=-—=| =+
Xt x—+o0 _x2 3 x—+o0 X _x3

. 1
Au dénominateur, on a: lim 1+— =1
X —+o0 X

On peut conclure (quotient): lim g(x) = 1o

X —+00

La méme démarche en —co méne a: Yliri glx) - —0.

5.5.2.3 Exemple 3
3x—1
x+1

¢) Soit la fonction /4 définie sur IR par 4 (x) =

Limites en —o0 et en +o0.

La démarche prise au a) donne successivement:

3 1

X

pour x # 0, & (x) = = 1
X 1+—2

X

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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. 1
Au numérateur, ona: lim 3—— =3
X =+ X

. : . I o
Au dénominateur: 1M ¥ = 4o et lim 1+— =1, d'ou, (produit), lim x
X =400 X >4 x Yot

= +o00,

1
1+—
X

On peut conclure (quotient): lim &(x) _ 0

X —+00

La méme démarche en —oo méne a: th hx) — g

——00

En cherchant la limite quand x tend vers a du taux d'accroissement de f en a déterminer le nombre
dérivé en a, s'il existe, f ' (a)

x+1
fx)= 75+5 eta=2
1
Ona: f(2)= 3
1
On cherche donc: . f(x)_§
lim
x—2 x—2

Il est évident qu'on ne peut pas conclure ainsi car cette forme mene nécessairement a un quotient de la forme 0
sur 0.

1 x+1 1 3(x+1)-1x(2x+5)  x-2
Caleuldef() - 3 =575~ 3 = 3(2x+5) T 32x+5)°
Le taux d' i t vaut done: — 2 x —_ _ : ss simplificati 2
€ taux aaccroissement vaut aonc: 3(2X+5) ) = 3(2X+5) apres sumplification par x —
1

) - — 1
Comme 1im3(2x+5) =27, on en déduit: . Sx) 3 = —.

x—2 hmT 27

x—2 -

festdonc dérivableen2 et f'(2) = % .

Grosso modo, les courbes asymptotes sont des courbes qui sont extrémement proches quant a leur
comportement.

Dans le programme du lycée, on ne considére que des droites asymptotes a Cdans un repére (O z,j) .

Le vocabulaire usuel provient de I'observation a partir des représentations graphiques habituelles.

6.1 Asymptote verticale

Dire que la droite d'équation x = a est asymptote a Cy signifie que }CI_IE f(x) = +o0 ou LM f (x) = —00.

Ilustrations voir les paragraphes : limite +o en g et limite —o en a.

Exemples:

Les exemples ¢étudiés au paragraphe 5: limites et opérations, ont montré que:

Les méthodes sont les habitudes de 'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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6.2 Asymptote horizontale

Dire que la droite d'équation y =/ est asymptote a C; en +oo (respectivement: en —o) signifie que

lim f(x) = (respectivement: xlierf (x) =1

X —+00

Ilustrations voir les paragraphes : limite égale a 1 en +oo et limite égalealen —co .

Exemples:

Les exemples étudiés au paragraphe 5: limites et opérations, ont montré que:

6.3 Asymptote oblique

fest une fonction définie sur un ensemble ayant une borne +oo (respectivement: —oo)

Dire que la droite d'équation y = a x + b est asymptote a C; en +oo (respectivement: en —oo) signifie que :

lim [f(x)~(ax+b)] = 0 (respectivement: xlirflw[f(x)—(ax+b)] =0

X — o0

Dire que la droite d'équation y = a x + b est asymptote a C; en +oo (respectivement: en —o) signifie qu'on peut

lim e (x) _ 0 (respectivement: xlir_nw e(x) - 0)

x—+00

écrire f(x) = ax + b + &(x) avec

|

Soit f'la fonction définie sur R” par /'(x) =2x— 1 + ”

. .1
Il est évident que lim — =0.
x—+0 X
D'apres la propriété du § précédent, la droite d'équation y = 2x — 1 est une asymptote a Cy.
Il en de méme en —oo.

Graphique:

Les méthodes sont les habitudes de 'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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