FONCTION LOGARITHME NEPERIEN
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Il n'existe pas un seul logarithme, mais des logarithmes.

Le logarithme népérien a été créé par 'écossais John Napier (francis€ en Jean Neper) au début du XVIIeme
siecle afin de faciliter les calculs astronomiques (au sens propre et au sens figuré) en transformant des produits
en somme... aller et retour.

En langage actuel, il a cherché une fonction bijective f qui vérifie fla xb) = fla) + f(b).
Les mathématiciens de 1'époque ont alors bati (a la main!) des tables de logarithmes.
On veut multiplier 4 par B.

On cherche dans la premiere colonne le nombre 4, et, on lui associe son logarithme (log(A4)), on cherche de
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FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

méme log(B).

On ajoute log(4) + log(B) = S, et, dans la colonne des logarithmes, on cherche S.
Retour a la premicre colonne, on lit 4 XB en face de S.

Un exemple:

On crée une table ou on met en correspondance les puissances de 7 et les exposants, et, on utilise cette table
pour faire le calcul suivant (que je ne qualifierai pas d'astronomique): 5 764 801 %2 401

Nombres Logarithmes Explications:

1 0

7

49 on lit le logarithme de chacun des facteurs

343

2401

16807 On fait la somme

117649

823543

5764801

O |0 | Q| N Dn |k~ W N |-

40353607

282475249

—_
[e)

1977326743

11

13841287201

12

-

On lit: 5 764 801 x2 401 = 13 841 287 201
Evidemment, il faudrait compléter cette table pour tous les entiers, puis, les décimaux, puis, ....

Et, c'est la toute la beauté des mathématiques....

Dans la liste des primitives des fonctions, il n'y a aucun probléme pour ... x
1

-3. -2, 0. 1. 2. . .
;X T3 x5 x5 x5 .., mais, il

manque x
Remarque: on suppose x > 0 et les primitives sont définies a une constante pres.
Fonctions Primitives
-3 -2
X = x X P —X
2
-2 -1
x = x x P —x
|
X = x == Le trou
X
x = X’ x = x
| 1 >
x = x X B =X
2
2 1 s
x = X x = gx

et, quelle est donc cette fonction primitive de la fonction inverse.... C'est un logarithme.
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FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

Et, toujours plus beau...

Vous venez d'apprendre a construire la fonction exponentielle; vous avez montré que c'était une bijection. Vous
avez donc un "retour", une fonction réciproque de 1'exponentielle, celle qui permet de résoudre e* = a lorsque
a > 0, et, cette solution est le logarithme népérien de a.

I-1- Primitive d'une fonction continue

Rappel du §I1I-3 vu dans le chapitre sur la dérivation: dérivation

/. étant une fonction continue sur un intervalle 7, on appelle primitive de f'sur /, toute fonction F dérivable sur /
telle que F'=f.

Exemple: Les fonctions F: x = x*+2x et F:x = x’+2x—1 sontdes primitives de f: x > 2x +2

I-2- Définition du logarithme népérien.

La primitive de la fonction inverse sur ]0; +oo[ qui s'annule en 1 s'appelle logarithme népérien, noté, In.

La fonction In est définie et dérivable sur ]0; +oof.
1
In(1) = 0 et, pour tout x > 0, In'(x) = —

d'ou, In est une fonction strictement croissante sur ]0; +oo.

0<x<leInx)<0

x>1eInx)>0
0<a<b e In(a)<In(b)
a=b e In(a)=In(b)

%= | =

me || e

In( 1 + /) ~ h dés que & est suffisamment petit ou

encore:; lim M =1
h—0 h

I-3- Logarithme népérien et exponentielle.

A la recherche de la fonction réciproque de l'exponentielle.
On a vu au §11-4 de la_fonction exponentielle que:

la fonction exponentielle est une bijection de IR sur ]0; +oof.
I1 existe donc une fonction fréciproque de exp, définie sur ]0; +oo[ a valeurs dans R telle que,
pour tout x > 0, exp ° f(x) =x
pour tout x réel, /° exp(x) = x

Remz 105 2l
x > exp(x)

Montrons que cette fonction f est dérivable.
fx)-fla)
X

Onposepoura>0,x>0etx # a, t(x) = p
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Par définition de f: Si f(x) = X et f(a) = 4 alors exp(X) = x et exp(4) = a, d'ou, T(x) = oA

Or, la fonction exponentielle est dérivable et sa dérivée est elle-méme, d'ou,

X_eA
lim =exp'(4)= e”.

La fonction exponentielle est continue, d'ou, quand x vers a, X tend vers A4, et, par conséquent:
1

; 1 1
lim 7 (x) — =5 Ce qui prouve: fest dérivable et £’ (a) = -
X—a e

Ainsi, la fonction f est dérivable sur ]0; +oo[ et a pour dérivée la fonction inverse.

Orf{1)=0, car, ¢’ =1.

Conclusion:

La fonction réciproque est la primitive de la fonction inverse sur ]0; +oo[ qui s'annule en 1, c'est donc, la
fonction logarithme népérien.

On a donc:

Pour tout x > 0, g™ =
pour tout x réel, In(e”)
In(e) =1

Pour k£ > 0, I'équation e¢* = k a pour solution In(k).
e’ =y e x=In(y)

x)

X,
=X

ll-1- Logarithme d'un produit et somme de logarithmes

Sia>0eth>0 alors In(axb)=In(a) + In(b)

Preuve:

D'apres le paragraphe précédent: exp(In(ab)) = ab et

d'autre part, exp(In(a) + In(b)) = exp((In(a)) xexp(In(b)) = ab.

Comme exp(X) = exp(Y) & X =7, on en déduit: In(ab) = In(a) + In(b)

Pour tout a > 0, tout b > 0 et tout n € IN", on a:
a) In(a") = n.In(a)
a

b) ln(%) = —In(b) et ln( b) =In(a) —In(b) et In(a ") =-nln(a)

¢) In(Va) = %ln(a) et In(Va) = %ln(a)

Preuves:
a) Démonstration par récurrence.
Soit P(n): Poura>0etn € N, In(a") = n.In(a)

Initialisation: P(1) est vrai et P(2) est vérifiée d'apres In(a xa) = In(a) + In(a) = 2In(a)
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Hérédité: Supposons P(k) pour un entier k > 1, on a donc: In(a*) = kln(a)
Or, In(a""") = In(a*.a) = In(a") + In(a) = kin(a) + In(a) = (k + 1)In(a)
On a montré: P(k) = P(k+ 1)

Conclusion: 1'axiome de récurrence montre que la proposition P(n) est vraie pour tout n € IN".

px L

b) D'une part, In b

~ In(b) + ln(%)

D'autre part: In (b>< %

=1In(1) = 0, ce qui prouve que ln(%) = —In(b)

—_

et ln(%) = ln(ax—) =In(a) + ln(%) = In(a) — In(b)

S

et In(a") = ln(ﬁ) = —In(a") =-nln(a)

¢) Onsaita= (¥a)", d'ot, In(a) = In( (¥a)" )= nln(¥a).Comme n € N', In(¥a) = %ln(a),

1
en particulier pour n=2, In(Va) = 5 In(a)

lI-2- Les fonctions dérivables vérifiant f(ab) = f(a) + f(b) (a>0etb > 0)
Soit fune fonction dérivable sur 0; +oo[ vérifiant flab) = fla) + f(D)
* La fonction fvérifie: f{1) =0.
En effet, f(1 xa) = f(1) + f(a), donc, f(1)=0

** La fonction f vérifie: f (%) =—(b). Eneffet: 0=f1)= f (b X%

=)+ S (%)

*** Posons g (x) = flax) — f{x) pour x > 0

Onadonc: g’'(x) =af ' (ax) —f' (x)

Or, g (x)=f(a) +f(x)—f(x)=f(a). g, étant une fonction constante a une dérivée nulle.

On en déduit: af ' (ax) —f'(x)=0

f'(x)
a

Pour tout x > 0, f' (ax) = quel que soit a > 0.

C (1 k

En particulier, six = 1, on a: pour touta >0, /' (a) = A a( ) =, e posant k= f"(1).

Lorsque k£ =1, f'est la fonction In (primitive sur ]0; +oo[ de la fonction inverse qui s'annule en 1.
1

Sik#1,ona:f'(a)= kXZ , d'ou, f(a) = kIn(a) + C avec f(1) = C, donc, C = 0.

On peut remarquer: fle) = k

1
et on appelle base du logarithme le nombre a (noté parfois log,) tel que fla) = 1, soit, k = n(a)

Conclusion:
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les fonctions f'définies et dérivables sur ]0; +oo[ vérifiant f{ab) = f(a) + f(b) sont les fonctions logarithmes.

Le logarithme décimal, noté log, vérifie log(10) = 1.

In(x)
In(10)

On a donc: log(x) =

La fonction réciproque de log est la fonction: x = 10*

lll- 1- Variation

D¢ja fait au §-1-1-2
x |0 1 +00
1
= + +
X

me | e

lll-2- Les limites

lim In(x)

X—+o00

= +o0.

Preuve: (voir si besoin, limite infinie en l'infini)

Montrons que pour tout 4 > 0, il existe un réel a > 0 tel que x > a implique In(x) > 4.
On sait: In(x) >4 & x> e”.
Posons a = ¢”.

Six > a alors In(x) > In(a) et comme In(a) = A4 la proposition est démontrée.

lim In(x) — _,
x>0 :
Preuve:
. .1 1
Soit x > 0, on a alors: lim — = +o0. Posons t= —.
x—0 X X

x—0 = +oo t—+oo

ona imIn(x) _ fim ln(%) _ lim —In(t) __,

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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1I1-3- Représentation graphique de In

1I1-3-1-1 Des tangentes particuliéres

Soit T, la tangente au point d'abscisse 1, ona: y= —(x—1)+In(1), soit: y =x — 1 est une équation de 7 .

('D|'—‘ n—d|>—d

. . . . 1 , .
Soit T, la tangente au point d'abscisse e, on a: y = —(x—e)+In(e), soit: y = - X estune équation de 7.

La tangente ', passe par l'origine du repére.

III-3-1-2- Position relative de &, et des tangentes.

Soita >0 et T, latangente au point d'abscisse a.

. 1
Une équationde 7', est:y = ;(x—a)+ln(a)

Posons pour x > 0, d(x) = In(x) — %(x—a)+ln(a)

dx) = % B % - aaxx
on a donc:

x |0 a 400
d'(x) + 0 -

w| 7

On en déduit, pour tout x > 0, d(x) < 0, la courbe de In est toujours située au-dessous de ses tangentes.

On a montré en activité que dans un repére orthonormal, si f est une bijection définie sur / vers J, alors, Cyet
C . sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice.

Dans un repére orthonormal, €, et €', sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice.

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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44 [/
/
c / C_fexp}
/
4
. /
N BV
//:T—
) e il
/ / /l
L1+ 1/ i )
ROz 4 6 Ix
1 /
1/
2

a) Limites déja étudiées.

lim In(x) _ , lim In(x) _ __ lim In(1+h)
x—+oo x—0 o0 h

=1

b) Comparaison avec x

lim In(x) _ ot lin(} xIn(x) =
X— 4o X x=
Preuve:
, In(x) . v
Etude de . On pose X = In(x), d'ou, x = ¢". On a donc:
x—+00 X X —-4o e
, 1
Etude x In(x). On pose t = e On a donc:
limxIn(x) — {im lln 1) _ lim —In(z) —0.
x—0 =+ t t— 4o

La croissance de In(x) est tres faible par rapport a celle de x

V-1- Dérivée de In ° u

Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle / alors la fonction composée f=1n ° u

!

est définie et dérivable sur /et f'= o

Conséquence: /' et u' sont de méme signe.

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
8/15 E:\docs_lycee 10 11\TS\cours\logarithme.odt 12/02/11




FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

fet u ont les mémes variations sur 1. (Ce que l'on sait déja en composant n'importe quelle fonction avec une
fonction strictement croissante)

V-2- Primitives de u'/ u (u > 0)

!

Siu est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle / alors les primitives de o sont les

fonctions In © u + C.

V-3- Exercice

Etude de £ (x) = In(x>— 1)
* fest définie si et seulement si x> — 1 > 0 si et seulement six <1 oux>1
Dy = [—o0; —I] U]I; +aof
** Limites a l'infini:
lim x*~1 =+oet lim In(X) = +oo, done, lim In(x°—1) =+oo.

X— —00 X -+

X— —00
A r : 2
Méme démarche pour lim In(x"—1) =+oo.
X—+o0

Limites en —1

xo—1 > xo-1 = —@.
x<-1 x<-1

Méme démarche pour lim In(x’—1) = —oo.
x—1
x>1

lim xZ_l =0etx?—1>0,et, }C]irol ln(x) = o0, d'on lim ln<x2_1)

**% Dérivée
festde la forme In ° u avec u fonction dérivable et strictement positive sur chacun des intervalles de D; .
)= 7

x—1

/' (x) est donc du signe de 2x, car, x> — 1 > 0 sur Dy.
*EEX Variations

X —00 -1 1 +o0
f'x) — X X X +
~+o00 X X X +o0
119 N X X X Pl
—olX X X| -

Utilisation du théoréme des valeurs intermédiaires:

- Nombre de solutions a I'équation f'(x) =m oum € R.

Sur ]—o0; —1[, on sait:

fest dérivable, donc, f est continue

fest strictement décroissante,

me] lim £ lim 7oL = oo oo

Dong, 1'équation admet une et une seule solution o« appartenant a ]—oo; —1[.

Méme démarche sur |1; +oo[ en remplagant strictement décroissante par strictement croissante.
I'équation admet une et une seule solution § appartenant a ]1; +oof.

Encadrement a 107 prés de la solution positive de I'équation f'(x) = 5
Sur la calculatrice on lit f{12,22 ) ~ 4,9994 et (12,23 ) ~ 5, 0011
d'ou 12,22 B<12,23

skokeoskskosk TraCé

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
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Tangentes:
Existe-t-il une ou des tangentes a C; paralléles a la droite d'équation y = 1?
On résout: ' (x) =1

2x

soit — ) =1, cequiméne a:x?—2x—1=0 quiapour solutions dans Rx; =1 — 2 etx,=1+ 2
o

Comme x1 € Dy , x1 est exclu. x2 € Dy.

11 existe une et une seule tangente paralléle & la droite d'équation y = x au point A(1 + 2 ; A1+ 2)
A1+ V2)=mI@+2 V2)

Equation de la tangente au point B( /2 ;0) (car, { V2)=In1=0)

y=r"(N2)x - 2)+/(2)

y=22(-2)

Symétrie

Comme f(—x) = In((—x)* — 1) = In(x* — 1) = f(x), I'axe des ordonnées est en axe de symétrie de C;.
Représentation de f définie par f(x) = In(x* — 1)

On trace les deux asymptotes verticales: x =—1 et x =1

On trace les tangentes étudiées

On cherche quelques points ...

~ y e bt

VI-1- Puissances d'un réel strictement positif

Soit a > 0 et b un réel quelconque.
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On pose ¢” = ¢

1) Cette définition est cohérente avec les régles démontrées pour une puissance entiére.

nin(a)

Pour n € Z, on amontré q¢" = e

x xIn(e)

D'autre part, on a aussi: ¢ = ¢

1

2)SineN', b" =ae= b="4a etaussi () =,

1
n

1
La racine n-iéme de a : ¥a , est 0 lorsque a = 0 et peut s'écrire _» lorsque a > 0.

a
3) Lorsque la variable est le nombre dont on calcule une puissance, on crée une fonctionx +> x” définie sur ]
0;+00[. Cette fonction est une fonction puissance. (Voir § suivant VI-2)

4) Lorsque la variable est I'exposant, on crée une fonction x > g* définie sur IR. Cette fonction est la

fonction exponentielle de base a. (Voir § suivant VI-3)

In
La fonction réciproque est log, : en effet, y = q¢* < x= ln((iz})) = log,(x) (voir_§ 11-2)

VI-2- Les fonctions puissances

a est un réel.

Les fonctions puissances sont définies parx > x“ sur ]0;+oo].

Comme x° = ¢“™™ | pour les étudier, on étudie la fonction composée:

x P In(x) P aln(x) = exp(aln(x))

Pour étudier ces fonctions, on applique, les propriétés des fonctions composées.

a-1

Notamment, si £(x) = x*, la dérivée /' (x) = % x exp(a In(x)) = % x x' =a x

On retrouve la forme connue de la dérivée des fonctions puissances.

On a les trois cas suivants:
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FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

a<0 En +oo, la limite est la limite de la fonction exp en —oo.
+
X 0
o0
/&) -

w | O

En effet, la fonction x > a*estla

i

8}

composée des trois fonctions : In, suivie

de la fonction affine x — ax, suivie de . \
I'exponentielle. \
sia <0, la fonction x > ax est T
| —

strictement décroissante.
Comme In et exp sont strictement 0 ’ I ' ;
croissantes, la composée est strictement
décroissante.
D'autre part, la limite en 0 est la limite )
en +oo de la fonction exponentielle, car, Sur ce graphique a = — 3
}g% In(x) — —0, puisque a < 0, on a:
limaln(x) — 4
x—0 :
0<a<l

X 0 +o0
/%) +

w7 -

En effet, si a > 0, la fonction affine

X P> ax est strictement croissante.

Comme In et exp sont strictement
croissantes, la composée est strictement
croissante.

D'autre part, la limite en 0 est la limite
en —oo de la fonction exponentielle, car,

}E} In(x) = _, puisque @ > 0, on a:
limaln(x) - _
m . 1

Sur ce graphique a = =

En +oo, la limite est la limite de la 3

fonction exp en +oo.
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a>1

X 0 +00 o
f'x) + °

+o00 ° //
fx) / 7
0 Y

En effet, si a > 0, la fonction affine - /
X > ax est strictement croissante. 4 .
Comme In et exp sont strictement %
croissantes, la composée est strictement
croissante. ’
D'autre part, la limite en 0 est la limite *
en —oo de la fonction exponentielle, car, —— 3 + + : +—
}leg In(x) = o, puisque a > 0, on a: ,
}f; aln(x) = _ o, Sur ce graphique a = 7

En +oo, la limite est la limite de la
fonction exp en +oo.

VI-3- Les fonctions exponentielles de base a.

a>0eta # 1.

Les fonctions définies sur R parx = a* sont les fonctions exponentielles de base a.
Comme g* = o

Pour étudier ces fonctions, on étudie la fonction composée x > x In(a) > exp(x In(a))
On a notamment, si f(x) = q” , f'(x) =In(a) exp(x In(a)) =In(a) a".

On peut distinguer deux cas:
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0<ax<l1

'\ v
X —00 ~+00 \\
S'x) -
+00 \\
119 o \
0 .
En effet, si0<a < 1, In () <0 \ A
La limite en —oo est la limite en +oo de la \ 1
fonction exponentielle, N
En +oo, la limite est la limite de la
fonction exp en —oo. >
-3 —|2 -1 6 \K_ﬁ 1t I x

. 1
Sur ce graphique a = 5
I< a .
X | —o +o0 O /
/&) +
+o0
19 el /
0 . /
En effet,sia>1,1n (a) >0 ) ///
La limite en —o est la limite en —co de la ///
fonction exponentielle, //’
En +oo, la limite est la limite de la L~
fonction exp en +co. /
-2 —|1 0 | 4 I x
) 4
Sur ce graphique a = 3

VI-4- Croissances comparées.

I1 s'agit d'étudier les limites de quotients ou de produits faisant intervenir les fonctions logarithmes,
exponentielles et puissances. (Voir le § IV, ainsi que le_§ 1I-3 de la lecon sur I'exponentielle)
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FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

On peut comme moyen mnémotechnique retenir que I'exponentielle 1'emporte sur toutes les fonctions
puissances et que les puissances 1'emportent sur les fonctions logarithmes.
In(x)

a)Pourn € IN", lim ——= =0
xX—+00 X

b) Pour n € IN°, lim x"In(x) g

X

. . €
¢) Pourn € IN°, lim — =+oo,
x—+w X

d) Pourn € IN*, lim x"e" —g

X— —00
Preuves:

In(x 8 . In(X
Pour a), On peut écrire: (n ) = lx&f) . En posant X = x", on étudie la limite en +o de n(X)

X n X

1
Pour b), on peut en posant X = x se ramener au cas précédent.

] 1\ (1) _ -In(X) i e
Ona: x"In(x) = ¥ In s T,et, on étudie la limite quand X tend vers +oo.

x nX X\ X
e e L e
Pour c), on peut poser x = nX. On a alors: — = = Lﬂx (ey) , et, on étudie la limite de 67 en +oo.

Pour d), on pose X =—x.On aalors x"e* = (- X)'e © = ————, et, on est ramené au cas précédent.
’ X ’ )
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