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Le vocabulaire est défini a partir d'un exemple:

Exemple:

On lance deux dés cubiques dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et de couleurs différentes. On note les
couples des numéros.

I-1-Expérience aléatoire, issue, univers, événement, réunion et intersection
d'événements, ...

On a ainsi une expérience aléatoire ayant un nombre fini d'issues (ou résultats possibles) ¢, , e, ..., e,
L'univers (2 est 'ensemble de toutes ces issues. Q={¢,, ¢, ..., ¢,}
Dans l'exemple: Q2 = {(1; 1), (1; 2); ..., (1;6); (2; 1), (2; 2), ..., (6; 6)}

On peut représenter (2 par un tableau a double entrée

\dé 2

46 1\ 1 2 3 4 5 6
1 (1;1) (1;2) (1;3) (1;4) (1;5) (1;6)
2 (2;1) (2:2) (2;3) (2:4) (2;5) (2:6)

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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3 (3:1) (3:2) (3;3) (3;4) (3;5) (3:6)
4 4;1) (4;2) (4;3) (4;4) (4;5) (4,6)
5 (5:1) (5:2) (5:3) (5:4) (5:5) (5:6)
6 (6;1) (6;2) (6;3) (6;4) (6;5) (6;6)

Le cardinal de l'univers, noté, card({2), est le nombre d'¢léments de ['univers, nombre de cas possibles.

Dans 'exemple: card(2) = 36 (Une issue est un couple de deux numéros)

Un événement A est un sous-ensemble ou une partie de l'univers.
Exemple: A est I'ensemble des couples d'éléments pairs.

Les ¢éléments de 4 sont colorés en rouge

\dé 2
46 1\ 1 2 3 4 5 6

1 (1;1) (1;2) (1;3) (1;4) (1;5) (1;6)
2 (2;1) (2;2) (2;3) (2;4) (2;5) (2;6)
3 (31 (3;2) (3;3) (34 (3;5) (3;6)
4 4;1) (4;2) 4;3) 44 4;5) (4;6)
5 (5:1) (5:2) (5;3) (5:4) (5;5) (5;6)
6 (6;1) (6;2) (6;3) (6;4) (6;5) (6;6)

Le complémentaire de 4 ou événement contraire de 4 , noté 4 , contient tous les éléments de I'univers Q qui
ne sont pas dans 4.

Exemple: A est 'ensemble des couples de Q2 ou au
moins une composante est impaire.

(Voir si nécessaire négation d'une phrase dans
l'activité "logique et raisonnement" en seconde)

Les éléments de 4 sont dans le tableau précédent
ceux qui ne sont pas colorés en rouge.

Un événement élémentaire (ou singleton) ne
contient qu'une seule issue.
Exemple: B est 'ensemble des couples tels que la

somme des numéros est un multiple de 12
B = {(6; 6);

On considére deux événements 4 et B d'un univers
Q AUB

L'événement A OU B, noté A U B, est réalisé si I'un
au moins des événements A et B est réalisé.

L'événement A ET B, not¢ A N B, est réalisé si les deux événements 4 et B sont réalisés.
Exemple: Soit C 1'événement défini par: "la somme des numéros est un multiple de 3"

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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Les ¢léments de C sont les éléments sur fond bleu
Ceux de 4 U C sont les ¢éléments sur fond bleu ou colorés en rouge

AU C={(152), (1,5); (2:1), (2;2), (2:4); (2:6), (3;3), (3;6); (4;2); (4:4); (4:5), (4;6); (5;1); (5;4); (62), (6:3),
(6;4), (6;6)}

Ceux de 4 N C sont les ¢léments sur fond bleu et colorés en rouge
AN C={(2;4), (42), (6;0)}

\dé 2
deé 1\

D
(3:3)

(6;3)

(1;5)
(4:5)
(5:4)

Définition:

SiA N B= 4 alors on dit que les événements A et B sont incompatibles ou disjoints.

I-2- Probabilité, hypothése d'équiprobabilité, ...

A chacune des issues €; de l'univers 2, on associe un nombre noté P (e;) tel que
0<P(e,)<1 pourtout i I<i<n
Z Ple)=1
i=1
P(e;) estla probabilité de I'événement élémentaire { €; }
Soit 4 un événement, la probabilité de 4 est la somme des probabilités des événements élémentaires de A.

0<PA) <1
PA)+P(A)=1

P(Q)=1 Q) est I'événement certain
P(4 U B) = P(4) + P(B) - P(4 N B)
P(2)=0 K est I'événement impossible

Si 4 et B sont disjoints ou incompatibles, alors P(4 U B) = P(4) + P(B)

Remarque: Pour aller plus loin. On retrouvera lors de 1'étude des lois continues les probabilités, mais, la
définition ci-dessus liée aux ensembles finis ne convient plus.

La définition suivante contient celle vue en premiere dans le cadre des univers finis.

On note 2(Q) l'ensemble des parties (ou sous-ensembles) de Q. L'ensemble vide & et 2 sont des parties de Q.
Une probabilité est une application P sur les parties 2(£2) (ensemble des sous-ensembles de ) dans [0; 1]
vérifiant P(2) =1 et P(4 U B) = P(A) + P(B) lorsque A et B sont disjoints.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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Exemple:

On jette un dé a six faces numérotées de 1 & 6 truqué de la fagon suivante:
la probabilité de sortir un numéro est proportionnelle a ce numéro.
Calculer les probabilités des événements suivants:
A "le numéro sorti est pair"
B "le numéro sorti est impair"
C "le numéro sorti est un multiple de 3"
ANCetBNC
AuCetBUC
On sait: P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + P(5) + P(6) =1
et P(1)=k, P(2) =2k, ..., P(6) = 6k

Onen déduit: k+2k+ ...+ 6k=21k=1 k= %
P(4) = PQ2) + P(4) + P(6) = 12k = 5 = g
PB)=1-P(4)= % (ou P(B)=P(1)+ P(3) + P(5) = 9% = % = %
9 3
PCO=PR)+PO) = 57 = 5
6 2
PANC)=P©6)= 57 = 5
301
PBNC)=P3)= 57 = 5
4 3 2 5
PAUCO) =P +PO)-PAUNCO)= 7+ 5 -2 =7
(ou P4 U C)= P2) + P) + P(6) + PB) = 57 = )
3 3 1 5
PBUC)=PB)+PC)-PBNC)= 7 + 5 — 7 =7
(ou P(B U C)=P(1) + P(3) + P(5) + P(6) = % - %)

Si tous les événements élémentaires ont la méme probabilité, on a:

card(A)  nombre d'issues réalisant A nombres de cas favorables a A
P(A4) = = ” . = .
card (2 nombre d'issues possibles nombre de cas possibles

Exemple du paragraphe I-1
On suppose que les deux dés sont bien équilibrés.
En ce cas, la sortie de chaque numéro a la méme probabilité et les 36 cas possibles de I'univers {2 ont la méme
robabilité.
\dé 2
de 1\
1

(1;2) (1;3) (1;5)

2
3 €R) E) (3;6)
4 (41) )

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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(6;4)

i:

1 — 3
A est I'ensemble des couples d'éléments pairs. P(4) = 6 4 etP(A)= 1

B est I'ensemble des couples tels que la somme des numéros est un multiple de 12. P(B) =

36
: . 12 1
C 1'événement défini par: "la somme des numéros est un multiple de 3". P(C) = 363
3 1
P(4 N C)=P(2;4) + P(4;2) + P(6;6) = 3% - 12
PAUC) =PU)+PC) - PUNC)= e + 2 o = _ L
AUO=PD+PO-PANO= 36+ 36 ~ 36 ~ 36 ~ 2

I-3- Variable aléatoire, loi de probabilité, espérance mathématique, variance, écart-type

I-3-1- Variable aléatoire- L.oi de probabilité d'une v.a.r

Exemple: Dans l'exemple du §I-1, on fait la somme des deux numéros.
Ainsi, a chaque couple, on associe un nombre réel.
On crée une variable aléatoire réelle définie sur Q2

On obtient le tableau suivant:

\dé 2

4é 1\ 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

Une variable aléatoire réelle X est une fonction définie sur I'ensemble des parties de (2 a valeurs réelles.

A chaque issue, on associe un nombre réel.

La variable aléatoire X prend des valeurs X;, X,, ..., X; oules X; sont des nombres réels.
L'ensemble { X,, X,, ..., X; } = X(£) est I'univers image.

On note (X = X, ) I'événement: "X prend la valeur x;"

Les ¢éléments de (X' = X;) sont les antécédents de X; par X

P(X= x,)= p; estlaprobabilité de cet événement.

On définit ainsi une loi de probabilité de la variable aléatoire X a partir de la probabilité¢ définie sur (2.
Exemple: Loi de probabilité¢ de X définie par la somme des numéros dans le cas de I'hypothése
d'équiprobabilité.

X, 2 3 4 5 7 8 9 10 | 11 | 12
23 42|26 |43 2L
Pl 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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k
L'espérance mathématique de X, notée E(X), est définie par E(X) = Z D X;

i=1

C'est la moyenne pondérée (barycentre) des x; affectés des coefficients (poids, pondérations) p, .

Exemple: Loi de probabilité¢ de X définie par la somme des numéros dans le cas de I'hypothése

d'équiprobabilité.
X; 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Total
11213141 5 |6 |5 4 |32 | 1 |
Py 36 [ 36 | 36 | 36 36 36 | 36 36 36 36 36
2 6 12 | 20 30 42 | 40 36 30 22 12 252
PiXi| 72 | 2z | 2z | =z | =z ~“c | ac | 2z ~~ | 22 | 27 EX)= - =
36 [ 36 | 36 | 36 36 36 | 36 36 36 36 36 36

k
La variance de X, notée V(X), est définie par: V(X) = Z p(x,—E(X))

i=1
C'est-a-dire que la variance est la moyenne pondérée des écarts a la moyenne au carré

Exemple: Loi de probabilité¢ de X définie par la somme des numéros dans le cas de I'hypothese

d'équiprobabilité.
X, 2 | 345 ] 6] 78] 9 l1w0]11] 12 Total
1213145165432 |1 )
Pi 36 | 36 | 36 |36 363613636 | 36| 36| 36
2 1 6 | 12120 30 4 403630122112 252
Pi%; 36 |36 136 |36 | 36| 36| 36| 36| 36| 36 | 36 | ED= 3¢ =7
Y, EX) | 5| 4|32 alo ] 1] 2131 4]s
s 22165 S (162 (2|5, 20 3
Plxi=EX) 36136 136 136 [ 36| © | 3636|3636 |36 "™ 36 = %

k
On peut démontrer I'égalité suivante (formule de Koenig): V(X)= 2, p,x” — (E(X)P =E(X*)- (E(X)}
i=1

En pratique, on utilise cette formule beaucoup plus simple d'utilisation.

X, 2| 3| 4| 5 6 | 7 | 8 9 | 10 | 11 | 12 Total
112 |3 | 4|56 |5 |4|3]2|L1L !
P 3 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36
2 | 6 [ 1220304240 3630/ 22] 12 52
Pi%y 36 |36 |36 136 | 36|36 36| 36| 36| 36| 36 | EN=Z¢ =7
) 4 | 18 | 48 [ 100 [ 180 | 294 | 320 | 324 | 300 | 242 | 144 ) = 1974 _ 329
PiXi 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 3 6
329 35
On a alors: V(X) = 6 -7*= e

L'écart-type de X , noté o(X), est défini par: o(X) = VV (X)
Exemple: Loi de probabilité¢ de X définie par la somme des numéros dans le cas de I'hypothése

d'équiprobabilité.

6/12
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Remarquer: Si les valeurs prises par la variable
aléatoire sont dans une unité, alors, la variance est
cette unité au carré et 1'écart-type a la méme unité
que la v.a.r.

B étant un ensemble non vide, on réduit I'univers a
B

On prend alors les ¢léments de 4 qui sont dans B
(c'est-a-dire les éléments de 4 N B) et a partir de la
probabilité définie sur (2, on définit une probabilité
sur B, notée Py .

Q

B

Dans une classe de 30 ¢léves, on dénombre 12 gargons et 18 filles qui ont le choix entre deux langues LV1,
anglais et allemand.

Exemple:

Les effectifs se répartissent ainsi:.

Sexe\LV1 Anglais Allemand Total
Garcons 8 4 12
Filles 13 5 18
Total 21 9 30

Situation 1: On prend dans la liste un éléve au hasard (pour assurer I'hypothése d'équiprobabilité)

Donner la probabilité de chacun des événements suivants:

12
G: "I'éleve est un gargon" P(G) = 30 - 0,4
. 18
F: "I'¢leéve est une fille" P(F) = 30 0,6
. . 21
A: "I'¢leve est en anglais" P(A4) = 30 - 0,7
(1 9
D: "I'¢leve est en allemand" P(D)= 30 - 0,3
. . 8 4
G N A: "I'éleéve est un garcon et est en anglais" P(GNA)= 30" 15
L 4 2
G N D: "I'¢leve est un garcon et est en allemand" P(GN D)= 30" 15
(s . 13
F N A4: "I'éleve est une fille et est en anglais" P(FNA)= 30
L 5 1
F N D: "I'tléve est une fille et est en allemand" P(FN D)= 30" 6

Situation 2: On prend dans la liste un ¢léve au hasard (pour assurer I'hypothése d'équiprobabilité)

On sait que c'est un garcon.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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L'univers est maintenant l'ensemble des 12 gargons. On note P la probabilité définie sur cet ensemble

On consideére les événements suivants:

8 2
A: "I'éleve est en anglais" PoA)= —= ==
12 3
P ; (4) est la probabilité conditionnelle de 4 sachant G.
4 1
D: "I'éléve est en allemand" P, (D)= =3
. P(GNA) P(GNA)
a : . P - T 2P - =/
On a les mémes résultats en faisant: ¢ (A) P(G) et £s(D) P(G)

Situation 3: On prend dans la liste un éléve au hasard (pour assurer I'hypothése d'équiprobabilité)
On sait que c'est un éléve faisant de I'anglais.
L'univers est maintenant I'ensemble des 21 anglicistes. On note P, la probabilité définie sur cet ensemble

On consideére les événements suivants:

8 P(GNnA ) :
G: "I'éléve est un gargon" P,(G)= 51 = SD(—A)) . Sachant que cet ¢leve fait de 1'anglais, la

e s . 8
probabilité pour que cet éléve soit un garcon vaut o1

P(FNA
F: "I'éléve est une fille" Py(F)= % - ED<—A))

arbre pondéré

On peut résumer ces probabilités a 1'aide d'un arbre pondéré.

4
A PGNA)= 15
/2/
G
0.4 \

3

3
D

13

A PFNA)= 7=
13
8
5
18

30
F

P(4) = % =0,7

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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lI-1- Définition

Soit un univers (2 sur lequel est définie une probabilité P.
B est un événement tel que P(B) # 0.
On appelle probabilité de A sachant B (ou probabilité de 4 si B), notée P(4),

P(ANB)

i P.(4) =
le quotient 5(A4) P(B)

1I-2- Propriétés
Py vérifie toutes les propriétés des probabilités:
Py(B) =1
Pour tout événement 4,0 < Py(4) <1
Py(d) + Pyld) =1

_ Nombres d'issues favorablesa AnB
~ Nombres d'issues de B

De plus, si P(4) # 0, ona: P(4 N B)=P(B)x Py(4) = p(4)x P ,(B)

Dans I'hypothése d'équiprobabilité: P,(4)

1I-3- Evénements indépendants

P est une probabilité définie sur un univers (2

Les événements A et B sont indépendants si et seulement si P(4 N B) = P(4)XP(B)

SiP(A)#0etP(B)#0
A et B sont des événements indépendants si et seulement si Pz(4) = P(4)

si et seulement si P ,(B) = P(B)

Exemple
On fait deux lancers successifs d'un dé numéroté de 1 a 6 et bien équilibré.
On considere les événements suivants:
A: "les deux numéros sont identiques"
B: "le premier résultat est impair"
C: "la somme des résultats est paire"
A et B sont indépendants?
A et C sont-ils indépendants?

B et C sont-ils indépendants?

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
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6 1
card (Q2)=36etA={(i,1)/ 1 <1< 6}. card (4) =6 P(A) = 366
C o . 18 1
B=(;j)/i=1lou3ouSetl <j<6} card(B)=18 P(B)= 36 - 2
.. . ) . 18 1
C=(j)/0<i<ébetl <j<beti+tj=2n} card(C)=18 P(C)= 36 -2
AN B={1;1);(@3;3),(5; P4 B—i—i P4 PB—l L1
N _{(7 )5(9 )7(575)} ( N )_ 36_12 et ()X()_6X2_12

A et B sont indépendants.
ANC=4
A et C ne sont pas indépendants.

BN C={(1; 1;(1;3),(1;5),(3; 1), (3;3),(3; 5), (5; 1), (5; 3), (5; 5)}

9 1 1 1 1
PBNC)= 36 4 et P(B)XP(C) = 2 X5 =7
B et C sont indépendants.
Une partition de 1'univers:
lI-4- Probabilités totales Aucun sous-ensemble n'est vide

Tous les éléments de (2 sont dans un des sous-ensembles.

Soit 2 un univers.

Aucun élément n'est commun a deux sous-ensembles

4,, 4,, .. A, formentune partition de Q
lorsque:

(i) Pour tout i entierde 1 an, 4, # 0.

(if) Pour tout i et tout j entiers distincts de 1 a n,
A n A4, =0

Gily 4, U 4, ..U 4, =0

n

U 4=0

i=1

Remarque: Soit A # @ alors A et A forment une
partition de (2.

Soit (4,),<i<, une partition de Q et B un
événement de (.

P(B)= P(4,NB) + ..+ P(4,NB)
= P,(B)XP(4,) +..+ P,(B)xP(4,)

Deux exemples:

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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PROBABILITES, PROBABILITES CONDITIONNELLES

1) Dans un groupe de personnes, on compte 60% de femmes et, parmi celles-ci 15% portent des lunettes.
On sait aussi que dans le groupe, 15% des personnes portent des lunettes.

On prend une personne au hasard dans le groupe elle porte des lunettes.

Quelle est la probabilité pour que cette personne soit un homme?

On note: F "la personne est une femme", H= F " la personne est un homme", L: " la personne porte des
lunettes"

On sait: P(F) = 0,6 et donc P(H) =0,4

Pp(L) =0,15

On cherche: P, (H)

F et H forment une partition de l'univers et P(L) = P(L N H) + P(L N F)

P(L N F)= P.(L) xP(F)=0,15%x0,6 =0,09 et P(L N H)=0,15— 0,09 = 0,06
P(LNH) 0,06

P.H) = P(L) 015 04
Résumé sous forme de tableau
Sexe\caractéristiques L L Total
F LNF 9 60
H 40
Total 15 100

2) Dans un lycée, on considére I'ensemble 7"de tous les éleves de terminales.

Ces éléves sont répartis en huit classes: 7'-L,, T'-L,, T-ES,, T-ES,, K T-S,, T-S,, T-STg,, T-STg,
Soit B I'ensemble des ¢éleves faisant allemand (LV1 ou LV2 ou LV3)

On a les renseignements suivants:

Les résultats sont tronqués au centieme dans le deuxieme tableau.

Classes T-L, T-L, T-ES, T-ES, T-8S, T-S, T-STg, | T-STg, T
Effectifs 28 22 19 20 31 23 28 29 200
Classes T-L, T-L, T-ES, T-ES, T-85, T-S, T-S8STg, | T-STg,
% de l'effectif de la
classe faisant 28,57 27,27 21 15 6,45 30,43 0 31
allemand

On prend un ¢léve de Terminale au hasard.
Quelle est la probabilité¢ P(B) pour que cet ¢éleve fasse de I'allemand?

Les huit classes forment une partition de 7.

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David
au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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PROBABILITES, PROBABILITES CONDITIONNELLES

Le deuxiéme tableau nous donne les probabilités conditionnelles.

Ona: P(B) = Prle(B>><P<T_L1) + PT—L2<B)><P(T_L2> + PT—ES1<B)><P(T_ES1) +

P, ;s (B)XP(T—ES,) + P, s (B)XP(T~S,) + P, ¢ (B)XP(T~S,) + P, g, (B)XP(T-STg,) +
P, s, (B)XP(T~STg,)

28 22 19 20 31 23
P(B)=0,2857X 77 +0,2727X 777 + 021X 5577 +0,15X 577 +0,0645X 5+ +0,3043X S~

200 200 200 200 200 200
o 2B oy 20 _ BEOTAEITINTHO
X200 921X %00 T 200 =0

(Dans un autre chapitre, on étudiera les lois de probabilités)

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !" Hilbert, David

au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
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