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Suites

I-1- Numéroter, indice

Exemples:
1) On lance le dé indéfiniment, on reléve le nombre sorti a chaque lancer dans I'ordre des lancers:
(2;5;5;1;3;6;4,5;1;2;6;4;1;1;2; 3; ....)
2) On prend la liste des éléves de 1ES/L dans I'ordre alphabétique

3) On prend la n-iéme décimale du nombre t.

Soit une liste ordonnée de nombres, d'objets, ...

On a alors un premier élément de la liste, puis un deuxiéme, puis un troisiéme, ...

On peut les noter successivement u;, s, us, ... et on lit: u indice 1, u indice 2, u indice 3, ....
Dans I'exemple 1, on peut écrire: u; =2; u» =5, uz =5, ...

Dans l'exemple 3, on peut écrire vy =1, u, =4, us =1, ...

On crée ainsi une fonction u ou I'ensemble de départ est 'ensemble des entiers naturels IN et 'ensemble
d'arrivée est la liste ordonnée. A un entier naturel (numéro), on associe I'élément de la liste ayant le "numéro",
l'indice correspondant.

Lorsque I'ensemble d'arrivée est une liste de nombre réels, on dit que la suite est une suite numérique réelle.

u:IN — R, al'entier n, on associe un réel u(n) = u,

u, est appelé le terme général de la suite (u,)

Attention a la signification des notations:

Les parenthéses (') sont 1a pour indiquer qu'on considere la liste ordonnée entiére et pas seulement 1'un des
¢léments.

Dans l'exemple 2, la notation u, désigne le n-iéme éleéve dans la liste de 1ES/L

(u,) désigne la classe de 1ES/L

On commence l'indexation a 0 dans beaucoup de cas.
Par exemple, le capital déposé au départ sera noté C, et le capital I'année suivante C, .

La population I'année de référence (année 0) sera notée P, et la population a l'année n (c-a-d: 0 + n) sera notée
P

L'année 2000, la population P, d'une ville en expansion était de 1 500 habitants.
Chaque année, la population augmente de 100 habitants.
On note P, la population en l'année 2000 + .

Calculer P,, P,, ...,

Exprimer P,, P,.,, P,., P,, en fonction de n.
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Exprimer P, + 10, 2x P, en fonction de n.

Exemple:
Placer les entiers 3 et 10 sur un axe.
En comptant 3 et 10, combien y a-t-il d'entiers de 3 a 10 (Notez bien que 3 et 10 sont inclus)?

Combien y a-t-il d'intervalles de bornes entiéres entre 3 et 10?

Cas général de p a n.
Soit deux entiers p et n tels que p <n.
De p a n inclus, on compte n — p + 1 entiers et n — p intervalles.
Dans une suite (u,),ilya n—p+ 1 de u, a u, inclus

mais, il y a n — p étapes

I-2-Créer ou générer une suite.

Lorsque le terme général u, de la suite (u,) est exprimé en fonction de n et indépendamment des autres termes

de la suite, on dit que la suite (u,) est définie de maniere explicite.

On peut écrire u, = f(n) ou f désigne une fonction.

Exemple:
Soit (u,) définie par le terme général u, = —n>+ 2n + 1.
Calculer u, w1, uy
Exprimer #,.,, u,, en fonction de n.

Exprimer u, + 1, 2u, en fonction de n.
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Représenter une suite explicite

Pour représenter une suite définie de fagcon explicite, on représente dans un repere du plan I'ensemble des points
M de coordonnées (n, u,) ou n€IN.

y

L 2 =%

Qo

S

an
—

[}

dJo

10 !
v

La suite (u,) définie par le terme général u, = —n>+ 2n + 1 est représentée par

I1 est parfois intéressant de ne considérer que les images représentées sur un axe (vertical ou horizontal).

Lorsqu'une suite est définie par la donnée de ses premiers termes et par la relation exprimant un terme en
fonction de termes qui le précédent, on dit que la suite est définie par récurrence.

Exemples:
u,=3

1) Soit la suite (u,) définie par o =— i+ 2u 41

uo = 3 (donnée du premier terme)

Dans I'égalité, en faisant n =0, on a: u; = — ué +2up+1=-9+2x3+1=-2,
puis en faisant n =1, 0ona: u,=— u; +2u+ 1 =—4+2x(-2)+1=-7

puis en faisant n =2, on a: us =— u; +2u, + 1 =—49 + 2x(=7) + 1 = -62
u,=0

2) Soit la suite (u,) défini
) Soit la suite (u,) définie par U, =—u-+2u,+1
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= (0 (donnée du premier terme)

Dans 1'égalité, en faisant n =0, on a: u; =— ug +2up+1=1,
puis en faisant n=1,0ona: u,=— u; +2u;+1=—1+2x1+1=2
puis en faisant n =2, ona: us=— u; +2u, + 1=—4+2x2+1=1

u0:1 u, =1
n+1+u
w=lL,wu=1Lw=1+1=2,us= 2+1—3 Uy=3+2=5us=5+3=8, us=13, u; =21, us =34 ..

3) Soit la suite (u,) définie par

I-3- Variations d'une suite

Comme pour les fonctions numériques définies sur IR, on cherche a comparer les images connaissant I'ordre des
antécédents.

Fonction croissante

On dit que f'est une fonction strictement croissante sur / lorsqu'elle vérifie la propriété suivante:
Pour tout a et tout b de 1, a < b implique f'(a) <f(b)

Fonction décroissante

On dit que f'est une fonction strictement décroissante sur / lorsqu'elle vérifie la propriété suivante:

Pour tout a et tout b de 1, a < b implique f(a) > f(b).

L'idée est la méme pour les suites, mais, comme la structure des entiers naturels permet de passer de 1 en 1 d'un
entier a son successeur, il suffit de comparer pour tout entier 7, u, et u,,

On dit que (u,) est une suite croissante lorsqu'elle vérifie la propriété suivante:
Pour tout n€IN, on a: u, < u,+;
Ainsi, on a: uy < uy, puis, u; < Uy, puis, Uy < us, ...

SOlt: g S <L < < < Uy < Uy S .

On dit que (u,) est une suite décroissante lorsqu'elle vérifie la propriété suivante:
Pour tout n€IN, on a: u, = u,,
Ainsi, on a: uy = uy, puis, u; = Uy, puis, U, = us, ...

SOIt: U Z UL Z Us Z U3 = ool 2 Uy = Uil = ...

Lorsque l'ordre de u, et u,:; n'est pas immédiat, il suffit d'étudier, pour tout n€IN ,

le signe de la différence u,+; — u,.

Si wyes—u, = 0 alors u, < u,, et par conséquent la suite (u,) est croissante.
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Si wyes—u, < 0 alors u, < u,., et par conséquent la suite (u,) est décroissante.

Exemples
1) On considére la suite définie sur IN par u, = 2" — 5.
On pose la différence u,+; — u,.
Or, upr; = 2" —5=2x2" —5.
Upi)— Uy =2%X2" =5—(2" =5)=2x2" — 2" = 2"(2—1)= 2" qui est un nombre strictement positif.

Conclusion: (u,) est une suite croissante

2) On considére la suite définie sur IN par u, = (%) + 25

On pose la différence u,:; — u,.

1 n+1 1 n
Or, u,+; = (—) +25= —X( ) +25
3 3

oo b - o

Conclusion: (u,) est une suite décroissante

Comme pour les fonctions, on peut définir des suites ou des familles de suites de référence

W [ =

|
el

1 " .
un+1—un=§x(%) +25—(( ) qui est un

nombre strictement négatif.

W | —

Dans le programme du lycée, il existe deux familles de suites liées a des opérations usuelles, I'addition et la
multiplication.

Lorsqu'on crée une suite "étape" par "étape", c'est-a-dire: le passage d'un terme de la suite a son successeur, les
opérations les plus simples consistent a "ajouter le méme nombre réel" et "multiplier par le méme nombre réel".

Chacune de ces opérations amene a caractériser une famille de suites.

Remarques: "retrancher le réel a" signifie "ajouter 1'opposé —a"

"diviser par le réel a" signifie "multiplier par l'inverse o "

ll-1- Suites arithmétiques

1I-1-1-1-Compter de un en un a partir de

Compter de 1 en 1 a partir de 5. On crée ainsi une suite (u,).

Ecrire les premiers termes de la suite.
On note uy =5

On note u, le terme général.

Ecrire u,.; en fonction de u,,.

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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Ecrire u, en fonction de n.

1I-1-1-2- La suite des nombres pairs

Ecrire la suite des entiers naturels pairs
On note (v,) cette suite.
Ecrire v,.; en fonction de v,.
Ecrire v, en fonction de 7.
1I-1-1-3- La suite des nombres impairs

Ecrire la suite des entiers naturels impairs
On note (w,) cette suite.
Ecrire w,, en fonction de w,.
Ecrire w, en fonction de n.
11-1-1-4- Compter de —5 en -5
Compter de —5 en —5 a partir de 32. On crée ainsi une suite (x,).

Ecrire les premiers termes de la suite.
On note xo = 32

Ecrire x,.; en fonction de x,.
Ecrire x, en fonction de n.
1I-1-1-5- Intéréts simples

Une personne place un capital de 20 000 € a intéréts simples (les intéréts ne sont pas capitalisés) au taux annuel
de 6%.

De quelle somme (capital + intéréts) dispose-t-elle au bout d'un an, de deux ans, de trois ans, de n années?

Soit (u,) une suite définie sur IN.

Dire que la suite (u,) est une suite arithmétique signifie qu'il existe un réel r tel que,
pour tout n€IN, u,+; = u, + r.

r est appelé raison de la suite arithmétique.

Autrement dit: on passe d'un terme au suivant en ajoutant le méme nombre.
Reprendre le §1I-1-1- en précisant a chaque fois la raison.

Conséquence: Pour démontrer qu'une suite (u,) est une suite arithmétique, on pose pour tout entier n, la
différence u,., — u,, et, on montre que cette différence est une constante (indépendante de »)

Théorémes:
1) Si (u,) est une suite arithmétique de raison » et de premier terme u alors u, = uy + nxr.
2) Réciproquement

Si (u,) est une suite qui s'écrit sous la forme u, = a + bxn alors cette suite est une suite arithmétique de premier
terme o = a et de raison b.

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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3) Une suite (u,) est une suite arithmétique si et seulement si u, = f{n) ou f'est une fonction affine
4) Si la raison est positive la suite arithmétique (u,) est croissante,
si la raison est négative, la suite (u,) est décroissante.

5) Si uy et u, sont deux termes d'une suite arithmétique (u,) de raison r, on a: u, = ux + (p — k)r.

Preuves:
1) On a le premier terme uo, u; = to + 7, Uy =ty +r =uy + 2%r,
si on a a une étape u, = uy + nxr alors le terme suivant est: u,s; =u, +r=uo +nxr+r=u,+(n+ yr, ...
2) Onsait: u,=a+bxn

Onadonc: u,.;=a+bx(n+1),dow, ) —u,= a+bx(n+1)—(a+bxn)=..=bcequi prouve que (u,) est
une suite arithmétique de raison b.

Lorsque n = 0, il vient o =0

3) La fonction f: x > a + bx est une fonction affine.
4) Evident d'aprés 2) et 3)

5) Voir le §I-1-3 piquets et intervalles.

De k a p, on a ajouté (p — k) fois la raison (nombre d'étapes)

Formule

La somme des termes consécutifs d'une suite arithmétique est égale a

_ premier terme +dernier terme

> 2

xnombre de termes

Une preuve:
Posons a le premier terme, le terme suivant est a + r, puis, a + 2r, ...
Posons b le dernier terme, le terme précédent est b — r, puis, b — 2r, ...

On cherche la somme S =a + .... + b ou les termes sont les termes consécutifs d'une suite arithmétique de raison
r.

Onadonc: S=a+(a+r)+(a+2r)+.. +(a+nr Le nombre de termes est alors n + 1
On peut aussi écrire: S = b + ... + a en commutant les termes

Onaalors: S=b+(b—-r)+(b-2r)+..+(b—nr)

En faisant la somme termes a termes des deux lignes, on obtient:
2S=(a+b)y+(a+tb)+...+(a+b) Le nombre de termes est n + 1

Ce qui prouve la formule.

Exemples:

. . 0
* La somme des 50 premiers entiers naturels est €égale a x50=1275

2

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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** La somme des 50 premiers entiers pairs est égale a:

le premier entier pair est 0, le 50iéme entier pair est: 98 (de 0 2 49 inclus, on a 50 termes)
0+98
la somme vaut: 7 X 50 =2450

*#%* Soit la suite (u,) définie par u, = 25 — 3n.
Calculer la somme S = w0 + uy; + ... + use
D'apres le théoréme précédent u, est une suite arithmétique de raison —3.

4 25-30+25-3%36
On a donc: S = % (36— 10+ 1) = 5 x27 =—1 188

1l-2- Suites géométriques

1I-2-1-1- Doubler tous les jours....

Un nénuphar double de surface chaque jour.
Le trentiéme jour du mois, il couvre la moitié du lac.
Quel jour couvrira-t-il le lac?

Si le premier jour, le nénuphar faisait 1 m?, quelle est la surface du lac?

11-2-1-2- Prendre la moitié du reste ...

Lors de la désintégration nucléaire, un corps radioactif perd la moiti¢ de son activité radioactive lors d'une
période T appelée demi-vie de I'atome.

La demie-vie du plutonium 239 est de 25 000 ans.
On suppose qu'on possede 100 grammes de plutonium239.

Dans combien de temps possédera t-on moins de 10 grammes de plutonium 239?

11-2-1-3- Intéréts composés

Une personne place un capital de 20 000 € a intéréts composés (les intéréts sont capitalisés) au taux annuel de
6%.

De quelle somme (capital + intéréts) dispose-t-elle au bout d'un an, de deux ans, de trois ans, de n années?

11-2-1-4 Puissances

Ecrire sous forme de puissances:
10

22 x 2% 22_4 : (28)3; 35 x3
Calculer 5°; 100°; ...

Factoriser le "plus grand" facteur commun: 7° — 7°; 7' — 7%; p"*' — p”
Ecrire les régles sur les puissances...

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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Soit (u,) une suite définie sur IN.

Dire que la suite (u,) est une suite géométrique signifie qu'il existe un réel ¢ tel que,
pour tout n€IN, u,+; = gx u, .

g est appelé raison de la suite géométrique.

Autrement dit: on passe d'un terme au suivant en multipliant par le méme nombre.
Reprendre le §II-2-1- en précisant a chaque fois la raison.

Conséquence: Pour démontrer qu'une suite (u,) est une suite géométrique, on pose pour tout entier n, le

u, ) 1

quotient u_H et, on montre que ce quotient est une constante (indépendante de n)
Théorémes

1) Si (u,) est une suite géométrique de raison g et de premier terme u, alors u, = uy X ¢"

2) Réciproquement

Si (u,) est une suite qui s'écrit sous la forme u, =a x b" (a # 0 et b # 0) alors cette suite est une suite
géométrique de premier terme u = a et de raison b.

3) Soit (u,) = (g") une suite géométrique de raison g > 0

* La suite (g") est strictement croissante si et seulement si g > 1

** La suite (g") est strictement décroissante si et seulement si 0 <g <1
*** Lasuite (¢") estconstante si et seulement si g =1

4) Si uy et u, sont deux termes d'une suite géométrique (u,) de raison g, on a: u, = ux X g” *

Preuves
1) On a le premier terme uo, U1 = to X ¢, r = Uy X q = Uy X q*
si on a a une étape u, = uy % ¢" alors le terme suivant est: u,.; =u, X g =uo X ¢"< q=u, x q"", ...
2)Onsait: u,=a xb" (a#0eth #0)

u n+1

. +1 axb . . , yoo

Onadonc: u,.;=a xb™", dou, — = — =...= b ce qui prouve que (u,) est une suite géométrique de
u, axXb

raison b.
Lorsque n = 0, il vient uy =a
3) On étudie le signe de ¢"*' — ¢”
""" —q" =q"(@-1
Comme ¢g > 0, on cherche le signe de g — 1.
D'ou, les trois cas:
*g—1>0,s0itg>1
*¥*g—1<0,s0it0<g<1
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Suites

g—1=0,s0itg=1
4) Voir le §I-1-3 piquets et intervalles.

De k a p, on a multiplié par (p — k) fois la raison (nombre d'étapes)

Formule

La somme des termes consécutifs d'une suite géométrique de raison g (¢ # 1) est égale a

nombre de termes

1— raison
1 — raison

S = premier terme X

Preuve

Soit (u,) une suite géométrique de raison q.
On cherche la somme S=a+ag +aqg*+ ...+ aq”" Le nombre de termes est alors n + 1
En factorisant g, ona: S=a(l +qg+ ¢+ ...+ ¢").
Il reste & évaluer: S, =1+g+@+..+ 4"
En multipliant chaque terme par la raison ¢, il vient:

g8, =q+@+..+qg" + g""!
En soustrayant terme a terme les deux lignes précédentes:
Sl —qS1 —1_ qn+1
1

En factorisant S, , on obtient: (1 —¢q) S, =1- ¢"*

Lorsque g # 1, on peut diviser par 1 — g, ce qui prouve le résultat.

Exemples:
1) Calculer la somme
S=1+2+4+8+16+32+64+ 512+ 1024 + 2048 + 4096
On reconnait les puissances de 2.
S=242'+22+2°+ 24+ 20 +... + 27

S est donc la somme de 13 termes consécutifs de la suite géométrique de premier terme 1 et de raison 2, on a
donc:

1-2
2) On propose a un salarié les contrats suivants:
Contrat I: la premicre année le salaire annuel est de 24 000 €
Chaque année son salaire est revalorisé d'un fixe valant 380 €
Contrat 2: la premicre année le salaire annuel est de 24 000 €
Chaque année son salaire est revalorisé de 1,5 %.

a) Comparer les salaires annuels au bout de 5 ans, au bout de 10 ans, au bout de 20 ans... de n ans
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Suites

b) Comparer la somme totale des salaires au bout de 5 ans, au bout de 10 ans, au bout de 20 ans... de n ans.

Présenter les résultats sous forme de tableaux, sous forme de graphiques.

B | B | C E | F & [ H I
1 [ année Contrat1 contrat2 somme contrati Somme contratd Fixe= 3580
2 | Taux = 14
3 | a
4 1
S 2
- 3
_F 4
_8 | &
_9 | B
_a | 7
11 ]
S g
13 10
14 11
_15 | 12
16 13
17 14
18 | 15
19 16
_E0 | 7
21 13
2z 19
23 | 20
24 21
| 25 22
6 23
7 24
_28 | 25
29 2B
30
Comparaison des salaires annuels
40000
38000
000
3000
32000
3
=
= 000 ==Coonne B
z ==Colonne C
=
8 2m000
25000
24000
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Somme des salaires annuels
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