Dérivée d'une fonction composée

Index

Définition de fonction composée

u est une fonction définie sur / prenant ses valeurs dans J.

v est une fonction définie sur J (ou sur un ensemble contenant J).
On peut dans ce cas définir la fonction f=v o u par:

pour tout x € 1, f(x) = v[u (x)]

Exemples:

) u:x > x*+ 1 est définie sur IR et prend ses valeurs dans ]0; +oo[

1 o
etv:x > — estdéfinie sur ]0; +oof
X

f=vouestdéfinie sur IR par f: x 21

2) u: x — x*—1 est définie sur R et prend ses valeurs dans [—1; +oo[

etv:x — +/x estdéfinie sur [0; +oof

Pour définir f=v o u, on doit réduire la fonction u de fagon a prendre des valeurs images dans [0; +oo].
On peut prendre: ]—oo; —1] U [1; +oo[

La fonction f'=v o u est définie sur ]—oo; —1] U [1; +oo[ par: x \/xz_l

Dérivabilité de fonction composée
u est une fonction définie et dérivable sur un intervalle / prenant ses valeurs dans un intervalle J.
v est une fonction définie et dérivable sur I'intervalle J.
La fonction f'=v o u est dérivable sur l'intervalle / et
pourtoutx € I, f'(x) = u' (x)X v' [u (x)]
ou encore, la fonction /' est définie sur / par f'=u' x v' o u.

Retour aux exemples:
1) Dans I'exemple 1, u est dérivable sur IR et v est dérivable sur ]0; +oo[, d'ou, f'est dérivable sur IR, et,
-1 -2x
(x*+1)7  (X*+1)
2) Dans l'exemple 2, u est dérivable sur ]—oo; —1]
MAIS v est dérivable sur ]0; +oo[, d'ou, fest dérivable sur ]—oo; —1[ (-1 est exclu)
X

=1

Pour tout x € R, ' (x) = 2x X

1
Pour tout x de J—oo; —1[, /' (x) = 2x x V-1 = J

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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On obtient: f'est dérivable sur |1; +oo[ (1 est exclu)
X
T oVx-1

La méme démarche s'applique pour une ¢étude de dérivabilité de f'sur [1; +oo[
1
Pour tout x de ]1; +oo[, f' (x) = 2x % 3
2Vx’-1

Formulaire (voir livre)

Pour une animation graphique avec un fichier GéoGebra

Une interprétation graphique:

Préliminaire (composée de deux fonctions affines):

Soit u et v deux fonctions affines représentées par les droites D, et D,
(Une équationde D, esty= m,x+ p,)

(Une équationde D, esty= m,x+ p,)
my,Xmyx+ m,xp;, + p,.

u:x = mx+ p,

Vix = m,x+ p,
La composée f=v o u est la fonction définie par: x — m, ( m;x+ p,)+ p,
Conclusion: f est une fonction affine représentée par la droite D, d'équation y= m, xm;x + my x p, + p,

La composée de deux applications affines est une application affine et le coefficient directeur est le produit des
{ ’/.

M estun point de la courbe de u ,’J

M estle point de lacourbe dev gl'fanscisse u(a) (ordonnée de M)

coefficients directeurs.
Lecture graphique
Le point P décrit la représen;aﬁon graphique de la fonctionvou

Lo
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' II
Le point b a pour cunrdnnné'e&llia, L{a))
Le point M a pour cunrdnnnéesﬂ,{u(a), viufa))
&) |
u(a)=b=3.89

Le pointP a pour abscisse a e't_'p.?c:ur ordonnée viu
5] | I|I
u'(a}: -3.4

v'(b)=v'[u(a)] = -0.07

f'(a)=u'(a;.*u'[u(au§_22__

15/11/09

On pose u(a)=b
La fonction u est représentée au voisinage de M par une courbe C, infiniment proche de T, de coefficient

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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http://dossierslmm.chez-alice.fr/geogebra/fonction_composee.html
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directeur u' (a).

La fonction v est représentée au voisinage de N par une courbe C, infiniment proche de T, de coefficient
directeur v' (b) =v' [u(a)].

La fonction f=v o u est représentée au voisinage de P par une courbe C;infiniment proche de la droite 7" de
coefficient directeur le produit des coefficients directeurs: u' (a)xv' [u(a)].

Le nombre dérivé de fenaest /' (a) = u' (a)xv' [u(a)].

Ce que l'on congoit bien s'énonce clairement, Et les mots pour le dire arrivent aisément. Boileau
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