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Prérequis
- Bien comprendre ce qu'est une fonction numérique réelle.

x et t sont des réels. Faites-vous une différence entre t   tx² et x    tx²? La réponse est OUI

- Toutes (sans exceptions) les formules de dérivation

I- Que veut dire "     Résoudre une équation différentielle     "  

I-- 1 Analyse du vocabulaire
Équation: proposition contenant une égalité qui peut être vraie ou fausse
Différentielle: cette équation met en relation une fonction est ses dérivées 

Résoudre: chercher toutes les solutions

Solution: en remplaçant l'inconnue par la solution, l'égalité est vraie (sinon, ce n'est pas une solution)

Dans une équation différentielle, les solutions sont des fonctions.

L'inconnue est souvent notée y.

I-2- Un exemple
x est un réel, on considère l'équation différentielle (E): x²y'' – 4y' – 2y – 6 = 0  (je vous rassure: la résolution est  
hors programme du lycée)
Les fonctions suivantes sont-elles solutions de (E)?
f : x    x² + 2x + 4                    (Pour tout x réel, f (x) = x² + 2x + 4)

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !"  Hilbert, David 
                                                                                                au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
1/7                                                                                                     E:\docs_lycee_10_11\fiche\equa_diff.odt                                                             24/09/10



Équation différentielle
                                                                                                                              Ce qui est affirmé sans preuve peut être nié sans preuve.   Euclide d’Alexandrie 

g : x    x² – 4x + 5 

h: x     x – 5

k : x    2x² – 8x + 13

Méthode: On exprime la dérivée première, la dérivée seconde, on remplace dans (E), on réduit et …. , on 
conclut.
Pour tout x réel, f (x) = x² + 2x + 4, f ' (x) = 2x + 2, f '' (x) = 2
Pour tout x réel, 2×x² – 4(2x + 2) – 2(x² + 2x + 4) – 6 = …. = –12x – 22 
Cette expression n'est pas nulle pour tout réel, d'où, f n'est pas une solution de (E).

Pour tout x réel, g (x) = x² – 4x + 5, g ' (x) = 2x – 4 , g '' (x) = 2
Pour tout x réel, 2×x² – 4(2x – 4) – 2(x² – 4x + 5) – 6 = …. = 0
Cette expression est nulle pour tout réel, d'où, g est une solution de (E).

Pour tout x réel, h (x) = x – 5, h ' (x) = 1 , h '' (x) = 0
Pour tout x réel, 0×x² – 4×1 – 2(x –5) – 6 = …. = –2x 
Cette expression n'est pas nulle pour tout réel, d'où, h n'est pas une solution de (E).

Pour tout x réel, k (x) = 2x² – 8x + 13, k ' (x) = 4x – 8 , k '' (x) = 4
Pour tout x réel, 4×x² – 4(4x – 8) – 2(2x² – 8x + 13) – 6 = …. = 0
Cette expression est nulle pour tout réel, d'où, k est une solution de (E).

I-3- Comme M. Jourdain: des équations différentielles que vous savez résoudre sans le  
savoir

I-3-1- La dérivée première est nulle
On cherche toutes les fonctions f telles que f '  = 0

Les solutions sont: x    C où C ∈ ℝ.                        

I-3-2- La dérivée première est constante

On cherche toutes les fonctions f telles que f '  = a où a ∈ ℝ.

Les solutions sont: x   ax + b où b ∈ ℝ.

II- Les équations différentielles actuellement au programme de TS ...

II- 1- Équation de la forme:   y     '   =   ay              (a     ∈     ℝ  *   )  

Les solutions de l'équation  y ' = ay  sont les fonctions définies sur ℝ par: x    Ceax où C ∈ ℝ.

II-2- Équation de la forme:   y     '   =   ay   +   b                 (  a     ∈     ℝ  *    et   b     ∈     ℝ  )  

Les solutions de l'équation  y ' = ay + b sont les fonctions définies sur ℝ par: x    Ceax – b
a  où C ∈ ℝ.

   a , b et C sont des constantes réelles (c-à-d: indépendantes de la variable)
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III- ... et les autres équations différentielles au lycée

III-1 – Équation de la forme   y     '     =   ay   +     (  x  )               

Évidemment,  (x) n'est pas une constante, donc, la propriété du II-2- ne s'applique pas 
alors, on vous guidera …
Dans un premier temps, on vous demandera de trouver une solution particulière g.
Puis, on vous fera démontrer l'équivalence suivante:
f est une solution de l'équation (E): y ' = ay + (x)  si et seulement si f – g est une solution de l'équation (E '): 
y ' = ay  
Et comme vous connaissez bien le cours, vous remarquez que le § II-1 s'applique 
Finalement, vous connaissez f – g et vous connaissez g, vous pouvez donc donner f (qui ne l'oubliez pas) 
représente n'importe quelle solution de l'équation (E): y ' = ay + (x)
Des " modèles " sont traités en classe

III-2- et d'autres encore …
À première vue, cela ne ressemble pas aux équations vues en cours , mais, là aussi, on vous guidera …
Un cas fréquent: on fait un changement de variable, 
c'est-à-dire: on pose y = (autre fonction) …. (somme de ... ou produit de … ou composée de … ou inverse de … 
ou ...)
on dérive pour avoir y ' et on remplace dans l'équation proposée et tout s'illumine …
La nouvelle équation est une forme connue (et reconnue). On applique donc le cours et on n'oublie pas de 
" remonter " le calcul pour trouver la fonction initiale.

Rien n'empêche de combiner les § III-1 et III-2

III-3- Un exemple

On considère l'équation différentielle (E): 2y ' + y(1 + 2yx²) = 0        (y est une fonction   x    y(x) dérivable 
sur un ensemble I de réels et qui ne s'annule pas sur I)

*** Changement de variable: 

on pose u = 
1
y  (donc u ne s'annule pas sur I  et on peut écrire y = 

1
u ).

Puisque y est une fonction dérivable ne s'annulant pas sur I, u est dérivable sur I.

On a les relations suivantes: y = 
1
u  et y ' = 

−u '
u2                        (ou  u = 

1
y  et u ' = 

−y '
y2 )

En remplaçant dans (E), on obtient la nouvelle équation différentielle équivalente à (E):

(E1): 2 −u '
u2   + 

1
u (1 + 2×

1
u ×x²) = 0

Comme u ≠ 0, en multipliant tous les membres par u², il vient:

–2u ' + u + 2x² = 0, soit (en réorganisant): u ' = 
1
2 u + x²   (E2)

Cette équation (E2) est de celle dont on parle au §III-1.
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*** Une solution particulière de (E2) :
 Étant donné la forme de (E2), on cherche une fonction f du second degré.
Soit f (x) = ax² + bx +c, d'où, f ' (x) = 2ax + b.
Comme f est solution de  (E2), on a l'égalité suivante:

 2ax + b = 
1
2 (ax² + bx + c) + x² = ( 

1
2 a + 1)x² + 

1
2 bx + 

1
2 c.

Par identification des coefficients: {
1
2

a1=0

1
2

b=2a

1
2

c=b

 , donc { a=−2
b=−8
c=−16

.

Le polynôme –2x² – 8x –16 ne s'annule pas sur ℝ, car,  = … = –64
La fonction f : x    –2x² – 8x –16 est une solution particulière de  (E2)
(on peut contrôler en dérivant et en remplaçant …)

*** Les solutions générales de (E2) :
 Soit g une solution quelconque de (E2)

On sait déjà: f '  = 
1
2 f  + x²  car, f est solution de (E2)

Une implication:

Si g est solution de (E2) alors g '  = 
1
2 g  + x² 

En soustrayant membre-à-membre, on obtient: g ' –  f '   = 
1
2 (g  – f) 

En posant h = g – f , on a: h ' = g ' – f ' = 
1
2 h 

L'équation (E3): h ' = 
1
2 h est de la forme y ' = ay (équation connue voir §II-1)

On a montré : " Si g est solution de (E2) " alors " h = g – f est solution de (E3) : y ' = 
1
2 y " 

et sa réciproque: 

Si h = g – f est solution de (E3) alors h ' = 
1
2 h 

On a donc: h ' = g ' – f ' = 
1
2 (g – f)                         Or,  f '  = 

1
2 f  + x² 

En ajoutant membre à membre, on obtient: g '  = 
1
2 g  + x² , soit, g est solution de (E2).

On a montré: " Si h = g – f est solution de (E3) "  alors " g est solution de (E2) "

On a l'équivalence suivante: 
" g est solution de (E2) " équivaut à " g – f  est solution de (E3) "
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*** Bilan: 

On sait résoudre (E3), donc, on connaît g – f                    g – f : x     C e
1
2 x

 où C ∈ ℝ.
Comme on connaît f, on en déduit:

                                      g : x     C e
1
2 x

 –2x² – 8x –16   où C ∈ ℝ. (Ce sont toutes les solutions de (E2))
Mais, comme vous n'avez pas oublié que les solutions de (E) étaient les inverses de celles de (E2)  (Mais si,  

vous avez bien dit y = 
1
u  pour trouver l'équation (E2))

on peut conclure: (après avoir remarqué que g ne s'annulait pas sur ℝ)

les solutions de (E) sont les fonctions:  :  x    
1

Ce
1
2

x
−2 x2−8 x−16

 où C ∈ ℝ.

III-4 Conditions initiales
Reprenons l'exemple du §III-3.

Dans le cas d'un phénomène naturel qui amène une équation différentielle, il existe des conditions initiales.

Prenons par exemple : pour x = 0, y(0) = 1    (On considère qu'à l'instant initial, la valeur prise par le 
" phénomène " étudié est l'unité.

En ce cas, (0) = 1 (conditions initiales) et (0) = 1

Ce
1
2
×0
−2×03−8×0−16

 = 1
C−16

On en déduit: 1
C−16

 = 1, soit: C = 17

L'unique fonction solution de (E) et vérifiant y(0) = 1 est la fonction x    
1

17×e
1
2

x
−2 x2−8 x−16

IV- Approximation par la méthode d'Euler
La méthode d'Euler s'appuie sur l'approximation affine 

f(x0 + h) ≈ f(x0) + h×f ' (x0) pour h suffisamment petit.
Reprenons l'exemple des §III-3 et III-4

On sait:  2y ' + y(1 + 2yx²) = 0, soit: y ' = – 
1
2 y(1 + yx²)          et y(0) = 1

On calcule pas-à-pas les valeurs approchées de y. 
Dans le tableau ci-dessous, on peut comparer les valeurs approchées (colonne B) avec les valeurs théoriques 
(colonne D). Lorsqu'on reste au voisinage de x = 0, y = 1, les valeurs sont très proches, puis, s'écartent de plus 
en plus. 
Le premier tableau est avec un pas de 0,1
Le second tableau avec un pas de 0,01
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Les conditions initiales : quand x = 0, y(0) = 1

le pas 

On rentre la formule = x0 + pas
=A20+$G$2

on rentre la formule donnée par l'équa diff
y'= -0,5y(1+yx²)

=-0,5*(B20*(1+2*B20*A20*A20))

on rentre la formule due à l'approximation affine
f(x0+h)=f(x0)+hf'(x0)
=B20+$G$2*C20



Équation différentielle
                                                                                                                              Ce qui est affirmé sans preuve peut être nié sans preuve.   Euclide d’Alexandrie 

"J'ai toujours pensé qu'il n'avait pas assez d'imagination pour devenir mathématicien !"  Hilbert, David 
                                                                                                au sujet d'un étudiant qui a renoncé aux mathématiques pour la poésie
7/7                                                                                                     E:\docs_lycee_10_11\fiche\equa_diff.odt                                                             24/09/10


	Prérequis
	I- Que veut dire " Résoudre une équation différentielle "
	I-- 1 Analyse du vocabulaire
	I-2- Un exemple
	I-3- Comme M. Jourdain: des équations différentielles que vous savez résoudre sans le savoir
	I-3-1- La dérivée première est nulle
	I-3-2- La dérivée première est constante


	II- Les équations différentielles actuellement au programme de TS ...
	II- 1- Équation de la forme: y ' = ay              (a ∈ ℝ* )
	II-2- Équation de la forme: y ' = ay + b               (a ∈ ℝ*  et b ∈ ℝ)

	III- ... et les autres équations différentielles au lycée
	III-1 – Équation de la forme y ' = ay + (x)             
	III-2- et d'autres encore …
	III-3- Un exemple
	*** Changement de variable: 
	*** Une solution particulière de (E2) :
	*** Les solutions générales de (E2) :
	*** Bilan: 

	III-4 Conditions initiales

	IV- Approximation par la méthode d'Euler

