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Objectif:
-2
Comparaison de trois méthodes pour étudier les expressions de la forme 7' = Lonz#E I
4B

Dans toute 'activité, on se place dans le plan complexe. z est l'affixe de M, z’ est celle de M.
z—1+21

On pose z'= PN
I- Méthode géométrique

z—z,

1) Déterminer les affixes z, et zz des points 4 et B tels que z'= P
— <4«B

z,=1-2iet z5 =-2+1

Placer 4 et B dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal direct (O 4,V) (Voir figure définitive)
2) Soit M(z).

Interpréter géométriquement, |z'| et arg (z').

T
B ‘Z—ZB| - BM

_ |Z—ZA

Ne pas oublier: |z'| = OM’

|2

|zsz

—_— —— ——

z—z, —
arg(z)) = arg( ) = arg(z—z,) — arg(z—z,) = (1, AM) — (4, BM) = (BM , AM) [2]

Z—2zg

Ne pas oublier: arg(z') = (&1, OM ') [2m]

3) Recherche d'ensembles

a) Déterminer I'ensemble E des points M(z) tels que M' appartient a 1'axe des réels.

M'€ (O, 1 )siet seulement si M’ # Bet(M'=0ou (i, OM') =0 [r])

M’ € (O, u)sietseulementsi M’ # Bet(z'= O ou (W A_]\?) =0[m])

M’ € (O, u)sietseulementsi M’ # Bet(z= Z4 ou les vecteurs BM et AM sont colinéaires)
M'€ (O, 1) si et seulement si M' # B et (M = A ou les points A, B, M sont alignés).

Conclusion: L'ensemble E est la droite (4B) privée de B.

b) Déterminer 1'ensemble F des points M(z) tels que M' appartient a 1'axe des imaginaires purs.

- . . NV T
M' € (O, V)sietseulementsi M'# Bet(M'=0ou (ii,OM') = 5 [rT])
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- . . SAr A7 T
M' € (O, V)sietseulementsiM'# Bet(z'=0ou (BM, AM) = 5 [

M' € (0, V)sietseulement si M’ # Bet(z= Z4 ou les vecteurs BM et AM sont orthogonaux)
M' € (O, V) si et seulement si M’ # B et (M = A ou le triangle ABM est rectangle en M).

Conclusion: L'ensemble F est le cercle de diamétre [4B] privé de B.

¢) Déterminer I'ensemble G des points M(z) tels que M’ appartient au cercle unitaire: €(O; 1).
M'€ €(0; 1) siet seulementsi M'# Bet OM'=1
. . AM
M'€ €(0; 1)sietseulementsi M'# Bet -, =1
BM
M' € €(0; 1) si et seulement si M' # B et AM = BM

Conclusion: L'ensemble G est la médiatrice du segment [4B].

d) Construire ces trois ensembles.
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ll- Méthode algébrique

Onposez=x+iyoux €Rety € R.

1) Déterminer la partie réelle x' et la partie imaginaire y' de z".

g i x+iy—142i  x-1+i(2+y) (x—1+i(2+y))X(x+2—i(y-1))
TV i iye2-1 x+2+i(y-1) (x+2)*+(y—1Y
ey D2y +2) ) (42) (4 2) (a1
rErTy (x+2P+(y—1) ! (x+2)+(y—17

x=1)(x+2)+(y+2)(y-1 2 LT
Onadonc:x’z( )( )+(y )2()’ )_ X +x+y +y—4

(x+2f+(y-1) C (x+2)+(y—1)
(x+2)(y+2)—(x—1)(y-1) _ 3x+3y+3
(x+2)+(y-1) (x+2)+(y-1)

2) Recherche d'ensembles

!

ety =

a) Déterminer une équation de I'ensemble £, des points M(z) tels que z' est un réel.

z"est un réel si et seulement siz' # Zz ety'=0

3x+3y+3

z'estun réel si et seulementsiz’' # Zp et =
P (x4 2P+ (y-1)

z"est un réel si et seulement si (x; y) # (-2; 1) et3x+3y+3=0

Conclusion: I'ensemble £, est la droite d'équation 3x + 3y +3 =0 (ou y = —x — 1) privée du point B(-2; 1)

b) Déterminer une équation de I'ensemble ', des points M(z) tels que z' est un imaginaire pur.
z'est un réel si et seulement siz'# Zz etx'=0

Ctxt+y’+y—4 —0
(x+2)+(y-1)

z'estunréel si et seulementsiz’' # Zp et

z"est un réel si et seulement si (x; y) # (-2; 1) etx* +y*+x +y—-4=0

2 2
18
z'est un réel si et seulement si (x; y) # (-2; 1) et x+% + y—l—% =1
1\’ 1\ _ 18
Conclusion: I'ensemble F', est le cercle d'équation x—i—g + y+§) =1 privé du point B(-2; 1)
¢) Déterminer une équation de l'ensemble G, des points M(z) tels que |z'| =1.

lz'| =1sietseulementsiz’# Zz et [(x—1+i(y+2)) = [(x+2)+i(y—1)|

2’| =1sietseulementsi (x;y) # (-2; et (x—1)* + (y+2)° = (x+2)7 + (y—1)

2’| =1sietseulementsi(x;y) # (2; 1) etx>—2x+1+)y*+4y+4=x2+4x+4+)2 -2y +1
|z'| =1 si et seulement si (x; ) # (-2; 1) et 6x — 6y =0

Conclusion: I'ensemble G, est la droite d'équation x —y =0 (ou y = x) .
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d) Construire ces trois ensembles.

On retrouve les ensembles E, F, G du I-

lll- Avec les conjugués

1) Ecrire z' en fonction de z et/ou Z .

z—1421
z+2-1

2) Recherche d'ensembles

=

z—1+2i  z—1-21
z

Cz42-i0 Z424+i

a) Déterminer l'ensemble £, des points M(z) tels quez'= z ' .

z'= z' sietseulement si Z_1+2.1 = E_—l—%1
z+2 -1 Z+2+1

z'=z " sietseulementsiz #-2+iet(z—1+20)(z +2+i)=(z +2-1)(z —1-2i)

z'=z' sietseulementsiz # -2 +1

etzz +2z+iz—z -2—-1+21z t4i-2=zz +2z -1z —z-2+1-2iz -41-2

z'=z' sietseulementsiz #-2+iet3(z— z)+3i(z+ z)+61=0

N

Or,z— z =2iyetz+ z =2x,dou,

’ !/

z =

N

si et seulementsiz # -2 +iet6iy +6ix +61=0

' ’

z =

N

sietseulementsiz#-2+iety+x+1=0

I'ensemble £, des points M(z) tels que z'= z ' est la droite d'équation y = —x — 1 privée de B.

b) Déterminer l'ensemble F, des points M(z) tels que z'+ z' =0.

e ST — 0 ot seulement of 2= P21 4 Zo1=20
z z S1 €1 Seulement S1 R Z40+i

z-14+2i  z-1-2i
z42—-1  Z424+i

z'+ z' =0 si et seulement si

Les calculs précédents meénent a:
z'+ z' =0sietseulementsi z # -2 +1i
etzz +2z+tiz—z —2—-i+t21z t4i—-2=—(zz +2 z -1z —z—-2+1-2iz —4i-2)
z'+ z' =0sietseulementsi z# 2+iet2zZ +(z+ Z)—i(z— 2)—8=0
Or,zz =x*>+)% z— z =2iyetz+ z =2x,dou,
z'+ z' =0sietseulementsi z# —2+iet2(x*+)%) +2x+2y—8=0

z'+ z' =0sietseulementsi z# 2+ietx®+)2+x+y—-4=0 (Voir II- 2-b) ensemble £',)
2
_l’_

2
yts

Conclusion: I'ensemble £, est le cercle d'équation 5

1
= 78 privé du point B(-2; 1)

1
+_
YT

¢) Déterminer l'ensemble G, des points M(z) tels que z'x z' =1

Au fur et a mesure que nous découvrons notre ignorance, se construit notre bonheur "La symphonie des nombres premiers" Marcus du Sautoy
4/5 D:\docs_lycee 08_09\TS\activités\quotient complexe compte-rendu.odt 24/09/08




Classe: TS Ensembles de points et nombres complexes

T 1ot souloment s 2= LF2E o Zo122i
= 1 ment S1 N — =
V4 z S1 €t seulement S 240 i Z+2+i

z'x z" =1sietseulementsi z# -2+iet(z—1+2i)( z —1-2)=(z+2-1)( z +2+1)
z'x z'" =1sietseulementsi z# -2 +1
etzz —z—2iz— z +2i+2i z —=2i+4=zz +2ziz+2z +4+2i—1z -2i+1
z'x z' =1sietseulementsi z# 2+iet—3(z+ Z)-3i(z— z)=0
Or,z— z =2iyetz+ z =2x,dou,
z'x z' =1sietseulementsi z# 2+ietx—y=0

Conclusion: I'ensemble G, est la droite d'équation x —y =0 (ou y = x) .
d) Construire ces trois ensembles.

On retrouve les ensembles £, F, G du I-

IV- Bilan

A faire par vous-mémes.
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