Chapitre 5 : Fonction inverse

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie
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Données :

AB =10 km

vitesse moyenne de A a B : 60 km.h™'
Vitesse moyenne de B a A : x km.h™'

1) un cas particulier : x = 40 km.h™'

. . , 10 1
a) Durée du trajet aller : durée,,, = 0 6 h.
Durée du trajet retour : durée,,,,,. = 101 h
. retour 40 4 .
1,1 3+2 5
A — - —t = - = —
Durée aller-retour : 175 B B h.
. 2
Vitesse moyenne aller-retour : V... = ?0 - 20x12 48 km.h™!
12
. . 40+60 . .
La moyenne des vitesses a 'aller et au retour : = 50 n'est pas la vitesse moyenne du trajet complet
aller-retour.
2) Cas général :
x € ]0 5 +oof
f(x) est la vitesse moyenne aller-retour :
. : , 10 1 1
1) a)Durée du trajet aller : durée,,,, = 0 "5 h. = i
, 10
Durée du trajet retour : durée,,,,, = - = t.
. 20 20 20x6x _ 120x
Vitesse moyenne aller-retour : f'(x) = l.,_& = 3460~ 2460 X160
6 x 6x
. 120 ) 4200
b) f(x) = 70 si et seulement si x+6)(c) =70, soit : 120x =70x +4 200, d'ou, x = S0 84 km.h™!
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120x _ 120 x—7200+7200 _ 120 (x+60)—7200 0 7200

SO =560 X+60 X+60 - 1207 2360
¢) f'est une fonction croissante sur ]0 ; +oo.
Une méthode :
1
Pour décrire la fonction f, on a ce " programme de calcul " f(x) =— 7200X 760" 120
Prendre un réel x strictement positif,
lui ajouter 60
Prendre I'inverse de cette somme
puis, multiplier par — 7200
et, enfin, ajouter 120
0<a<b enajoutant 60, 0na :
60 <a+60<b+60 En appliquant la fonction inverse décroissante sur |0 ; +oo[,

1 1 1
— > >
60 a+60 b+60
—7200 - —7200 - —7200
60 a+60 b+60
7200 7200
_ +60 - —
0<120 <120 5460

On amontré : si 0 <a < b alors f{a) < f(b) , ce qui prouve que : fest une fonction croissante sur 0 ; +oo[.

En multipliant par —7200 strictement négatif :

En ajoutant 120

d) Le motard ne pourra jamais atteindre et dépasser 120 km.h".

0
est de plus en plus proche de 0 et f'(x) de plus en plus proche

Si x est de plus en plus grand, le quotient

x+60
de 120.
19 page 123
a)a=3-+3,b=3- 45
Comme 3 < V5 <3, (en effet, 3<5<9) on a successivement :
3<_ 5 <3,

0<3— 5 <3— /3. (Nombres strictement positifs)

La fonction inverse étant strictement décroissante sur 0 ; +oo[ et I'inverse d'un nombre positif étant positif, on

1 1
ient: 0 < — < —
obtient : 0 303 375

. 1 1 . , :
Conclusion : 0 < — < — (les inverses de a et b sont rangés dans 1'ordre croissant).

a b
bya=2- 5 eth=2- 48
Comme 2 < V5 < V8 , (eneffet, 2<5<8) on a successivement :
— V8 <— V5 <2,

2 - 48 <2- 5 <0. (Nombres strictement négatifs)

La fonction inverse étant strictement décroissante sur |—oo ; O[ et I'inverse d'un nombre négatif étant négatif, on

1 1
1 : < <
obtient : 7_ \/g 5 \/g 0

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
2/11 chap_5_site.odt 01/04/15




Chapitre 5 : Fonction inverse

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

. 1 1 . .
Conclusion : <3< 0 (les inverses de a et b sont rangés dans 1'ordre croissant).
20 page 123

2 — /5 <0 (voir exercice précédent) et 2 — 3 >0 (car, le carré de 2 est supérieur au carré de \3).
Onadonc:a<0<b.
Comme les nombres a et b sont de signes opposé€s, on ne peut pas utiliser la variation de la fonction inverse.

En revanche, l'inverse de a est négatif, l'inverse de b est positif, on peut donc classer les nombres :

1 1
a 0 b’

22 page 123

a) sachant que x € [2; 2,5], c'est-a-dire : 2 < x < 2,5
, L e
ona: 5 = X = 2’5 .

) ) 1 1
Conclusion : le meilleur encadrement de ™ est0,4 < ™ < 0,5.
On a utilisé la propriété suivante :
la fonction inverse est décroissante sur |0 ; +oof.

b) sachant que x € [-1 ; —0,5], c'est-a-dire : -1 < x < -0,5
. 1,1, 1
ona: 1 = X = —O,S

) ) 1 1

Conclusion : le meilleur encadrement de ™ est—2 < ™ < -1

On a utilisé la propriété suivante :

la fonction inverse est décroissante sur J-oo ; 0[

23 page 123

3 . 3
a) sachant que x € ]—2;—5] , c'est-a-dire : -2 <x < )

Comme la fonction inverse est décroissante sur J-oo ; 0,

: -1,
ona: B

W K|

/&
= | —
A
|
N —

) ) 1
Conclusion : le meilleur encadrement de ~ est —

b) sachant que x € [3 ; +oo[, c'est-a-dire : 3 < x.

Comme la fonction inverse est décroissante sur [0 ; +oo[
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1 1
ona: - = — >0
3 X
) ) 1 1 1
Conclusion : le meilleur encadrement de ~ est 0 < " < 3

24 page 123

1 _1 .. .
a)x < -4 meéne a _Z<;<0 car la fonction inverse est décroissante sur J—oo ; Of.

1 1 . L
b) x> 10 mene a 0<;<E car la fonction inverse est décroissante sur |0 ; +oof.

27 page 124
Résoudre en utilisant la représentation graphique de la fonction inverse

1
a) ;<1.

On lit sur le graphique : x € ]—o0;0[ U]1;+o]

1
b) T = -1

On lit sur le graphique : x € |—o0;—=1]U]0;+00]
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1 5
— < .
C)x 4

4
On lit sur le graphique : x € ]—0;0][ U[g;"'oo[

d)

= 100

1
x

1
On lit sur le graphique : x € 0 ]
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lm

150

100

a0

Eaad |

71 page 126

Sur le graphique, on a représenté 1'hyperbole d'équation y = - représentant la fonction inverse.
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€8]

N
y

H

. ) 1
a) L'affirmation " Six € [-1 ; 0[ U ]0 ; 1] alors ~ > 1 " est fausse.

Contre-exemple : le point 4 d'abscisse ~5 aune ordonnée —2 inférieure a 1.

1 1
b) L'affirmation " Six € ]0; 5 ] alors N = 1" est vraie.

. . : 1 .
Preuve : Tous les points d'abscisse comprise entre 0 et 5 ont leur ordonnée supérieure ou égale a 2, donc,

supérieure a 1.

74 page 126
1 1
Données : 1 <x <2 et —5 <y<-——
2 4
. 1 1
a) Meilleur encadrement de ~ + ; .
. L 1 1
Comme la fonction inverse est décroissante sur ]0 ; +oo[, on a : ) < ~ <1
. . 1
Comme la fonction inverse est décroissante sur |—oo ; O[,ona:—4 < ; <2

"La différence entre le mot juste et un mot presque juste est la méme qu'entre I'éclair et la luciole." Mark Twain
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Par somme, il vient :

<

/{\

Conclusion : —

N
= | —
+

< |-

1
b) Meilleur encadrement de Yy

1 1
4)< —+— < _
HA)S DS 14D

: 1 )
On doit d'abord mettre un encadrement de —; dans l'ordre croissant :

—4 < <-2dou2s< —— <4

= ==
<=

N

< let2 < —

N —

1
y

<

5

N

Conclusion :

8=
<=

>
2

1
¢) Meilleur encadrement de ——
x+y

On encadre d'abord x + y.
1

l<x<2et -5 <y<-—,dou, par somme: | —

2 4°

Comme la fonction inverse est décroissante sur |0 ; +oo[, on a :

4
Conclusion : 7 < — <2

d) Meilleur encadrement de -

On encadre d'abord x — y.
1 1

I<x<22et -5 <y<--—,dou,

2 4

1

<)y < 7> d'ou,

1

par somme : 1 + s

. . 2
Comme la fonction inverse est décroissante sur |0 ; +oo[, on a : 3 <

) 2 1 4
Conclusion : 3 3

< <
X=y

1
< 4 ,ona: par somme : §+2<——

|
Sx-ys<2+ 3 soit :

N
W

<1+4  soit:

| i
N
==
|
<=

1
Xy

1
2

ENIEN

Sx+y<

DO | —

, soit :

A=

Sx+y<2-

‘ B

<

N
(S}

4
7 X

+
<

2 Sx-y s
4

1
X=Yy

(AN
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Programme de calcul :
Choisir un nombre
L'élever au carré
Prendre l'inverse du résultat

: . 1
1) La fonction f définie par ce programme de calcul est : f: x > —;
X
2)
a) Lorsque x € - alors x* € [1 ; 4] (fonction carré croissante sur [0 ; +oo[ qui contient -)

. 1 S : . :
puis 5 €[ 1 1] (fonction inverse décroissante sur |0 ; +oo[ qui contient [1 ; 4])
X

b) Lorsque x € - alors x* € |0 ; 4] (fonction carré décroissante sur ]—co ; 0] qui contient -)

1 1 . . . .
puis — €] 1 ; +oo[ (fonction inverse décroissante sur ]0 ; +oo[ qui contient [0 ; ; 4])
X

c¢) Lorsque x E—alors x? € 10 ; 4] (fonction carré a son minimum en 0 et son maximum en —2,
car, (-2)*>1?)

puis — €] 1 +oo[ (fonction inverse décroissante sur |0 ; +oo[ qui contient |0 ; ; 4])
X

83 page 126
4—-3x
NSO =2- 703

. . . 3
fest définie si et seulement si 2x + 3 # 0, soit : x # )
Dy = o= U] 24

4 2 2

Mise au méme dénominateur :

_ 2(2x+3)—(4-3x)  Tx+2
J@= 2x+3 T 2x43
fest une fonction homographique.

4—x

b)g(x)= 2(x+3) =7

g est définie si et seulement si 2(x + 3) # 0, soit : x # —3
D, = |—0;=3[U]-3;+0]
Mise au méme dénominateur :

4—x (4—x)—7x2(x+3) —15x—38

2(x+3) -7= 2(x+3) - 2(x+3)
g est une fonction homographique.

91 page 127
2 —
a) Résoudre x=3 0
x+5

L'équation est définie si et seulement si x + 5 # 0, d'ou, x # —5.
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) ) ) . 3
Le quotient est nul si et seulement si 2x —3 =0, d'ou, x = 5

—
+5

—3x+6

2x—1

L'équation = (0 a pour unique solution le nombre réel

N | W

b) Résoudre

N | —

L'équation est définie si et seulement si 2x — 1 # 0, d'ou, x #

Le quotient est nul si et seulement si —3x + 6 =0, d'ou, x = 2.
—3x+6

L'équation S

= 0 a pour unique solution le nombre réel 2.
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