VARIATIONS DE FONCTIONS et EXTREMUMS

Ce qui est affirmé sans preuve peut étre nié sans preuve. Euclide d’Alexandrie

Index
I- LeCture @rapRiQUe....ueeiieueeeiiiiiiie ettt ettt ettt e et e 1
I-1- Fonction croissante SUr Un INEEIVAILE.....uuueeiiiiiiiiiiiiieieiiiiiiiiiiiiieiiieeeeieeeiieieeeeeeeeeiiiieeeeeeeeeieiiiiieeeeeeeeeeeeenn 1
I-2- FONCION AECTOISSANTE. 1uviviiiiiiiiieeeiiiiiiiiiiiiiitiieeeeieeeeeeet et eeee e et eiitee et ettt eeeiiiteeeeeeeeeeeeiaeteeeeeeseeeesetantianns 2
I- 3- Extremum: maximumi, TINTIIUIN. c...eeeeeeeeeeeeeeseeeeeeeeeeeeiesisteeeeeeeeeeeienuseeeeeeeeeeienasteseeeeeeeeeiansseeeeeeeeeeeannnseeees 2
[-4- TableauX d€ VArTAtiONS . . cccuueeiiiiieieeiiiiiii e ieiee ettt ettt ettt ettt ettt ettt eeieeeeeeieeeeeeiaeeeeeeeeainnnns 3
B X T CICR: ittt ettt ettt ettt et et ettt ee e ettt e et eeet e reteeeeeeietrrreeeeeeeeeannnes 3
II- 168 A TNItIONS . ceouuueiiiiiiiiiiiiiiiiiiieie ettt et ettt e ettt ee ittt et e et e e ie e ettt e ee i e eeeeeens 3
II-1- FONCEION CIOISSANTE. . eiiiiiiiieseeeiiiiieeiiiiiiitieeieeeeeieiittieeeeeeeeeeeeiiteeeeeeeeeeeeniseeeeeeeeeeeeianstseeeeeeeeeeeennsteeeeeeeeeseeess 3
I1-2- FONCtION AECTOISSANTE . eeiiiiiiiiieiiiiiiiiiiiieiiiiiiieeee et eeee ettt et e eeeeiet et eeeeeieeeiteeeeeeeeeeeeieeeeeeeeeeens 4
I1-3- FONCtION MONOTOME. teiiiiiiiiiiiiieiieiieeieeiiiiiieeieeeeeeeeeiteeeeeeeeeeieiiteeeeeeeeeeeniseeeeeeeeeeeeianteseeeeeeeeeeeennstreeeeeeeeseeess 4
[1-4- EAUIEr 168 VATIALIONS eevivieieieieieieieieseseeeeeseeeeeeeeeesee st s eeseeeeeeeeeeeeeeeeseeeeeeeseeeeeeeseseneseseseseseseseseseseseseneasanesearans 4
IL-5- EXUICIMUINY. oo iiiitiiiiieeie ettt e e et ee ettt et eeeeeitt e eeeeeeeeeeeiteeeeeeeeeeeeiatsseeeeeeeeeeeeiiineeeeeeeeeeeeeens 4
TI-5-1 MAXIMIUI tttiiiiiiiiiitiieieieeei oottt e e et ee ettt et e et eeeet ettt eeeeeeeeeitteteeeeeeeeeaaiteeeeeeeeeeeeaaieterseeeeeeeeeainenseens 4
TI=5-2- MINIIIUIN . 1tteeeetiiiieeeeeeeeeeee ettt e ettt e e eee e et et eee et e eeeeteeeeeenteeeeeeeisseeeeeeseeeeeennteeeeeeeeeeeees 4
I-5-3- EXI@IIUI. .ttt stsessieeeeeeeeeennaans 4
B X T CaC @ ettt ittt ettt e ettt ettt eeee ettt e eteen it treeeeeeteanettrrrreeeraees 4
I1I- Comment étudier les variations? (Deux exemples COMMENTES ). .uuuiiiiiiiuuuriiiiiiiiiiiiiiiiiieeiiiieiiiiiiieeeeeeeennn, 4

III-1- EXEMIPIE 1iiiiiiiiuiiiiiiiiiiiiiiiieeiee oottt e ettt et ee e et teeiiteeeeseeeeeeiiteeeeeeeeeeeeeeeeesetssssennanens 4
III-2- EXEIMNDIE 2ttt oottt ee ettt ee e et eee ittt eeeeeeeeiietteeeeeeeeee ittt e 5
IV- Utilisation des variations (Des eXemples COMMENTES)....eeeeiuurriiiiiiiiiiiiiiiiieiiiiieeeeiiee et eiiiee e eeeeeieeeeeeeeeene, 5
IV-1- Pour comparer des IMaAZCS. ....ueeeuureeiiiiiiiiiiiiiii it e ettt eeie et eeee ettt eeee et eeieeeeeiiteeeeeeeeeeeieiaanss 5
IV -2- POUT @NCAATET 1uuvtveiiiiiiiiiiiiiiieeiieeeeeeeieeee ettt e ettt eeee et eeeeetteeeeeeeeeeeieeteeeeeeeeeeeeiiiieeeeeeeeeeeeeens 6
IV-3- Probléme d'OptimiSaAtiON . ouuuueeeeeiiiiiiiiiiiiiiiieiiiiieiiiiiiieeeeeeeieiiiteieeeeeeeeiiieeeeeeeeeseieeeeeeeeeeeeseeeeeeeeniinen 6

Dans ce chapitre, f est une fonction définie sur un intervalle /.

Objectif: il s'agit de traduire I'action d'une fonction numérique sur la relation d'ordre, c'est-a-dire :
au départ, on a deux nombres (antécédents) classés dans un certain ordre,

on applique la fonction

on obtient a l'arrivée des nombres (les images) et on observe leur ordre.

I- Lecture graphique

I-1- Fonction croissante sur un intervalle
Compléter les phrases : Lorsqu'on déplace x sur l'axe des abscisses, son

5 image f(x) se déplace sur I'axe des ordonnées.
Si x se déplace de la gauche vers la droite (x ............... ) alors f'(x) se

7 AEPIACE dE ...,

i Si x se déplace de la droite vers la gauche (x ................... ) alors f'(x) se
T .

dEPIACE @ ..o
La variable et son image se déplacent dans le méme ..........c.cccceeenneee.

1

A Z 5 x 3 T Compléter par des symboles d'inégalité:

a et b sont deux nombres réels lus sur 1'axe des abscisses

] Sia.....balors fla) ....... Ab)

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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I-2- Fonction décroissante.

Compléter les phrases : Lorsqu'on déplace x sur 1'axe des
abscisses, son image f'(x) se déplace sur I'axe des ordonnées.

Six se déplace de la gauche vers la droite (x ......cccccoceeeenneene ) alors
f(x) se déplace de
Si x se déplace de la droite vers la gauche (X ........cccceverreennenne )

alors f'(x) se déplace de

hd-

Compléter par des symboles d'inégalité:

a et b sont deux nombres réels lus sur 'axe des abscisses
Sia......balorsfla) .............. fib)

I- 3- Extremum: maximum, minimum

Le graphique ci-dessous représente une fonction f définie sur un intervalle /.

4 "\\ -

f L. .

‘ A gl

5 | - | l\a ] p X

N7

La valeur maximale sur /de f(x) est ......cccceeeuveerreennne. [
La valeur minimale sur 7 de f/(x) €St .....cccoeveevierieeiienieeieeenens
Pour toutx de 7, f(x) < fleeevvveeevennnns
Pour toutx de 7, f(x) = fl.eevoeeeeveanens
On dit que :
Le maximum de la fonction f'sur 7 est .......ccccceeveeriieenienncnne atteint en ......cocceveeeeiieniieene
Le minimum de la fonction f'sur 7 est ........ccccceeeveecrvennennnen. atteint en ......ccecevveveeieneenne.

I-4- Tableaux de variations

On peut résumer les informations dans un tableau appelé tableau de variations de la fonction f.

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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On sait qu'une fonction définie sur l'intervalle [-2; 5] est strictement croissante sur les intervalles [-2; 1] et
[3;5] et qu'elle est strictement décroissante sur l'intervalle [1; 3], et que f(—2) =-3, (1) =1,5,f(3)=—4

etf(i5)=1.

1) Dresser le tableau de variations de la fonction f.

2) Construire sur un méme graphique trois courbes susceptibles de représenter la fonction f'.

3) Compléter lorsque c'est possible par un symbole d'inégalités:

£O0) .......... £0,5)
F(V2) oo f1L5)
ST i 13,2)
£0,75) ... 2.5
TT
K3
A=1,5) ..o f(1,3)

4) a) Quel est le maximum de f'sur l'intervalle [-2; 5]?
b) Quel est le minimum de f'sur l'intervalle [-2; 5]?
c¢) Pour toutx € [-2; 5], on a: ............... < f(x) <

ll- Les définitions

llI-1- Fonction croissante
Définition :

On dit que f'est une fonction strictement croissante sur un intervalle / lorsqu'elle vérifie la propriété suivante:
Pour tous v et § de 7, si x < B alors ) <AB)

ou encore

les variables et leurs images sont classées dans le méme ordre

Une fonction strictement croissante sur un intervalle / conserve I'ordre.

II-2- Fonction décroissante
Définition :

On dit que f'est une fonction strictement décroissante sur un intervalle 7 lorsqu'elle vérifie la propriété suivante:
Pour tous xx et § de 7, si & < alors flx) > f(B)

ou encore

les variables et leurs images sont classées dans I'ordre inverse.

Une fonction strictement décroissante sur un intervalle / inverse I'ordre.

II-3- Fonction monotone
Définition :

On dit qu'une fonction est monotone sur un intervalle lorsqu'elle ne change pas de variations sur cet intervalle.

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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ll-4- Etudier les variations
Etudier les variations d'une fonction, c'est déterminer les intervalles ou la fonction est croissante et ceux ou la
fonction est décroissante.

lI-5- Extremum

Définition :

On dit que f(x,) est un maximum de f'sur l'intervalle 7 lorsque pour tout x de 7, £ (x) < f (x,).
Remarque: le maximum M, est une valeur image (lue en ordonnée)

Elle est atteinte en a (valeur lue en abscisse). On a alors fla) = My

Le point de coordonnées (a; M) est le point " le plus haut " sur la courbe.

Définition :

On dit que f (X,) est un minimum de f'sur l'intervalle 7 lorsque pour tout x de 7, £ (x) = [ (x,) .
Remarque: le minimum m;, est une valeur image (lue en ordonnée)

Elle est atteinte en a (valeur lue en abscisse). On a alors fla) = mi,

Le point de coordonnées (a; m, ) est le point " le plus bas " sur la courbe.

Définition :
Un extremum est un maximum ou un minimum de f.
Exercice:
Enonce:
Montrer que la fonction f définie par f(x) = x> — 4x + 3 a un extremum qui vaut —1.
Préciser si cet extremum est un maximum ou un minimum.

lll-1- Exemple 1
Soit f'la fonction définie sur IR par ' (x) =—2x + 1

On prend deux réels a et b tels que a < b

a<b En multipliant par (-2) qui est strictement négatif, l'ordre .................... et on obtient:
-2a......... —2b En ajoutant 1, I'ordre ne change pas, on obtient:
—2a+1 ......... -2b+1
C'est-a-dire :
fla)......... fb)
On a montré: si a < b alors f(a) ................ fb)
La fonction fest strictement .............ccceenennnee. sur R.
Résumé dans un tableau de variations:
X |—o0 +o0
Jx)

lll-2- Exemple 2
Soit fla fonction définie sur R par f(x) = x°+ 1

Les méthodes sont les habitudes de 'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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On prend deux réels a et b tels que a < b et on cherche le signe de la différence f(b) — fla).
fb)=fla)= (b*+1) = (a®+1) = B> = @° = oo,

Or,comme a<b,ona:b—a..cceuennn.

Il reste a étudier le signe de la somme b + a.

Rappel :

On sait que si les deux termes a et b de la somme sont positifs alors la somme b + a est ..............

les deux termes a et b de la somme sont négatifs alors la somma b + @ est .........ccccveeenreennnen.
Conséquence : il faut distinguer deux cas.
Premier cas :

si0 <a<balorsb+a>0etf(b)—fla)>0,soit, fla) <f(b), et
Deuxiéme cas :

sia<b < 0alorsb+a<0etfib)—fla) <0, soit, fla) > f(b)

On a montré: Sur [0;+oo[, la fonction fest strictement croissante.

Sur ]-o0; 0], la fonction f'est strictement décroissante.

Résumé dans un tableau de variations:
X |—oo 0 400

)

IV- Utilisation des variations (Des exemples commentés)

IV-1- Pour comparer des images
On sait que f'a le tableau de variations suivant:

x |2 2 -12 1 V5 V2 +1 3 4,789 4,79

, et, que si

1,5 1
Jx) / \ /
3 4

Si on prend deux réels dans un intervalle ou la fonction reste monotone, on peut alors comparer leurs images.

Enoncé : Comparer

=2 e, A-1,2) PPOUVE ...,

F(V241) e, £(V5), PPOUVE ...
f(4,789) .......... £4,79), PPOUVE : ..........oooooeeeeeeeeeeoooseseees e
£0) ..... A2) PFOUVE : ...
f=1) ... 4 PFOUVE : ........ooooeoeeeeeeevooooeeeeeee oo
AT o 1,5 PPOUVE : .........oooooeeeeseeeeeeooeeses oo

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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IV-2- Pour encadrer
Quand on connait les extremums de f'sur un intervalle /, pour toute valeur x de /, on a:

minimum < f(x) < maximum.
Exemple : Dans le §IV-1 précédent, on peut écrire :
pour tout x € ............... ,0Na: ... SLX) S i,

IV-3- Probleme d'optimisation
Dans les problémes ou une grandeur (prix, longueur, aire, volume ...) dépend d'une autre grandeur variable, on
cherche a optimiser lorsqu'on cherche pour quelle valeur on aura un minimum ou un maximum selon le
probleme.

Obtenir le bénéfice maximal ou un colit minimal de production.

Avoir le plus grand volume d'un récipient avec le moins de métal ...

Exemple:

On veut cloturer un terrain rectangulaire sur trois _
cotés (l'autre coté est par exemple le long d'un mur)

avec une longueur fixée (100 metres) de cloture et X
obtenir la plus grande surface possible.

Une méthode :

On choisit une longueur variable et on exprime
l'aire (mesure de la surface) en fonction de cette
variable. L'aire du rectangle xy
On obtient alors une fonction exprimant l'aire, et on
détermine les extremums de cette fonction.

La longueur de la cloture 2x + y.

Résolution :
On pose x et y les deux dimensions en metres du rectangle.
Exprimer alors la longueur y en fonction de x et l'aire .4(x) en fonction de x.

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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Solution :
on a: 2x +y =100, soit y = 100 — 2x.

L'aire est .4(x) =xy = x(100 — 2x) = 100x — 2 x*

On a donc une fonction . qui donne 1'aire du terrain en fonction d'une des dimensions.
On montre que —2x° + 100x < 1250

Eneffet, —2x> +100x—1250= —2(x*—50x+625) = —2(x—25)> qui est négatif ou nul.
Comme f{25) =1 250, on a montré:

L'aire est maximale lorsque x = 25 meétres et donc y = 100 — 2X25 = 50 métres.

Les méthodes sont les habitudes de 1'esprit et les économies de la mémoire. Rivarol
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